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ЭЛЕКТРОТЕХНИКА И ЭНЕРГЕТИКА 

УДК 621.314.1 
ББК 32.859 

С.В. АБРАМОВ 

ЧАСТОТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ  
ПОНИЖАЮЩЕГО ИМПУЛЬСНОГО ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЯ  
В РЕЖИМАХ НЕПРЕРЫВНОГО И ПРЕРЫВИСТОГО ТОКА 

Ключевые слова: импульсный преобразователь, частотные характеристики, режимы 
прерывистого и непрерывного тока, дискретная модель, передаточная функция. 
Динамика импульсных преобразователей постоянного напряжения в настоящее 
время в большинстве случаев исследуется частотными методами, поскольку час-
тотные характеристики сравнительно легко строятся и проверяются экспери-
ментально. Однако методики расчета частотных характеристик импульсных 
преобразователей до сих пор недостаточно разработаны, особенно в режиме пре-
рывистого тока, поскольку основываются в основном на недостаточно точных 
усредненных динамических моделях. 
Приводятся методики расчета частотных характеристик понижающего им-
пульсного преобразователя с одноконтурной системой управления. Для построения 
частотных характеристик используются выражения дискретных передаточных 
функций разомкнутой системы в режимах прерывистого и непрерывного тока. 
Правильность результатов построения и достоверность математической модели 
проверяется на макете, для чего анализируются частотные характеристики не-
изменяемой части системы. 

Динамика импульсных преобразователей постоянного напряжения 
(ППН) в настоящее время в большинстве случаев исследуется частотными 
методами, поскольку частотные характеристики сравнительно легко строятся 
и проверяются экспериментально [9–23]. По частотным характеристикам ра-
зомкнутой системы могут быть найдены такие параметры, как запас устойчи-
вости, точность регулирования, показатель колебательности. Однако методи-
ки расчета частотных характеристик импульсных ППН до сих пор недоста-
точно разработаны, особенно в режиме прерывистого тока (РПТ), поскольку 
основываются в основном на недостаточно точных усредненных динамиче-
ских моделях [6, 7]. 

 В статье приводятся методики расчета частотных характеристик пони-
жающего импульсного преобразователя с одноконтурной системой управле-
ния в режимах непрерывного и прерывистого тока на основе точных дис-
кретных динамических моделей [1, 2], а также результаты проверки получен-
ных частотных характеристик на экспериментальном макете. 

На рис. 1 показана схема понижающего импульсного преобразователя с 
системой управления на микросхеме UC3573, рассчитанной в работах [6, 7].  

Исходные данные для проектирования экспериментального образца: вы-
ходное напряжение 5 В; номинальный ток нагрузки 2 А; минимальный вы-
ходной ток 1 А; номинальное входное напряжение 12 В; минимальное вход-
ное напряжение 9 В; максимальное входное напряжение 15 В; допустимая 
нестабильность выходного напряжения ±10 мВ. Индуктивность силового 
дросселя L = 40 мкГн, в качестве конденсатора фильтра был выбран конден-
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сатор C2 = 3300 мкФ. Емкость входного конденсатора C1 = 220 мкФ. Пара-
метры фильтра цепи защиты от перегрузки по току R6 = 875 Ом, C7 = 82 пФ. 

uвых 
+ 

R5 

C3 
R3

R4

C2

L1

iL

iт

0,1 Ом
+ –

R1

C1

uвх
+

R2

C5
C4

CТ

680 пФ

C6

+ +

– –

И С

З 

C7 

R6 

R7 

C8 

 

3 (CS)

4 (VСС) 
 (REF) 8 

1 (EAINV) 

2 (EAOUT) 

7 (RAMP) 

(OUT) 5 

(GND)  6 

U
C

35
73

 

 
Рис. 1. Принципиальная схема понижающего импульсного преобразователя 

 
В режиме непрерывного тока (РНТ) дискретная передаточная функция, 

соответствующая передаточной функции непрерывной части W(p), описыва-
ется следующим выражением [4]: 
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где 10  , 2ф /
21 , TTT eded    , Ai, i = 1, …, 4 – коэффициенты разложе-

ния, определяемые, например, методом неопределенных коэффициентов [5]: 
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где τ1, τ2, T1, T2 – постоянные времени последовательного корректирующего 
устройства; Tф – постоянная времени LC-фильтра. 

С учетом того, что в контуре имеется запаздывающий на ε импульсный 
элемент, передаточная функция разомкнутой системы будет определяться 
выражением [8] 
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 На рис. 2 приведены амплитудно-частотная (АЧХ) и фазочастотная 
(ФЧХ) характеристики, полученные при замене z = ejωвхT, где ωвх – круговая 
частота входного сигнала.  

0 5 10 fвх, кГц 

0

20

40

0 5 10
-180

-140

-100

φ, 
град

L, дБ

μ≈53о 

1
2

1

2

fср 

fвх, кГц  
Рис. 2. АЧХ и ФЧХ разомкнутой дискретной системы в режиме непрерывного тока 

при f=100 кГц и различных значениях коэффициента демпфирования 
LC-фильтра ζф=0,1 (1) и ζф=0,5 (2) 

 
Запас устойчивости по фазе μ определяется на частоте среза fср, как пока-

зано на рис. 2. Параметр μ характеризуется величиной фазового сдвига между 
линией (–180) и значением ФЧХ. Запас устойчивости по фазе при значениях 
параметров синтезированной системы и ζф = 0,1 равен μ ≈ 53. Найденные 
частота среза ωср и запас устойчивости по фазе μ с приемлемой для практики 
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точностью соответствуют значениям, полученным при синтезе по непрерыв-
ной модели [7], μ ≈ 60, ωср ≈ 4·104 рад/с. 

В режиме прерывистого тока LC-звено перестает вести себя как колеба-
тельное звено и превращается в апериодическое звено первого порядка [1, 2]. 
В этом случае дискретная передаточная функция разомкнутой системы имеет 
следующий вид: 
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где Bi, i = 1, …, 3, βj, j = 1, …, 8 коэффициенты разложения [3] 
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где t1, tс – время нарастания и спада тока силового дросселя; 

сх1уоШИМд11 uKKK
r
RK  , д.првхсх1 uuu  . 

Построим частотные характеристики разомкнутой системы в режиме пре-
рывистого тока и проанализируем, как изменится запас устойчивости по фазе. 
Частотные характеристики в режиме прерывистого тока получены из форму-
лы (3) аналогично частотным характеристикам в режиме непрерывного тока 
(рис. 3). Запас устойчивости по фазе при значениях параметров синтезирован-
ной системы, т.е. емкость выходного конденсатора C2 = 3300 мкФ, равен 
μ1 ≈ 30 (кривая 1 на рис. 3). При уменьшении емкости C2 до значения 220 мкФ 
запас устойчивости по фазе увеличивается μ2 ≈ 100 (кривая 2 на рис. 3).  

Важной задачей исследования является снятие частотных характеристик 
неизменяемой части системы (рис. 4), которые определяются динамическими 
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свойствами LC-фильтра и, что особенно важно, широтно-импульсного моду-
лятора (ШИМ). 

Передаточная функция неизменяемой части, включающей широтно-
импульсный модулятор, выходной LC-фильтр, выходной делитель напряже-
ния, в режиме непрерывного тока описывается выражением  
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Рис. 3. АЧХ и ФЧХ разомкнутой дискретной системы в режиме прерывистого тока 
при f = 100 кГц и различных значениях постоянной времени выходного конденсатора  
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Для определения частотных характеристик система размыкалась на вхо-
де усилителя ошибки (вывод микросхемы 1 EAINV) и вместо цепи R2,C4,C5 
подключался резистор с сопротивлением 10 кОм, сигнал генератора с ампли-
тудой 0,15 В подавался на этот вывод через второй резистор с сопротивлени-
ем 10 кОм. При этом усилитель ошибки превращался в повторитель напря-
жения с инвертированием.  

На рис. 4 показаны логарифмические частотные характеристики в режи-
ме непрерывного тока, определенные из передаточной функции, на которые 
нанесены экспериментальные точки. 
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Рис. 4. Логарифмические частотные характеристики неизменяемой  
при синтезе части замкнутой системы в режиме непрерывного тока:  

расчетные при С2=3300 мкФ (––), С2=220 мкФ (- -);  
экспериментальные точки для С2=3300 мкФ (▲ ▲), С2=220 мкФ (○ ○) 

 
В РПТ частотная передаточная функция отличается от функции, полу-

ченной для РНТ, определяется из выражения (3) и имеет следующий вид: 
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где 
C

сх1
ШИМд0 T

uKKK  . Вывод передаточных функций в режиме прерывистого 

тока подробно описан в [3]. 
Следует отметить, что для перехода в РПТ увеличивается сопротивление 

нагрузки R. Это приводит к увеличению постоянной времени TC = (R+rC)C по 
сравнению с ее значением в РНТ и смещению соответствующего полюса пе-
редаточной функции в сторону низких частот (см. рис. 3). 
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На рис. 5 показаны логарифмические частотные характеристики в РПТ, 
на которые нанесены экспериментальные точки. 
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Рис. 5. Логарифмические частотные характеристики неизменяемой  
при синтезе части замкнутой системы в режиме прерывистого тока:  

расчетные при С2=3300 мкФ (––), С2=220 мкФ (- -);  
экспериментальные точки для С2=3300 мкФ (▲ ▲), С2=220 мкФ (○ ○) 

 

Выводы. 1. Была подтверждена правильность расчетов частотных харак-
теристик в режимах непрерывного и прерывистого тока, о чем свидетель-
ствует приемлемое совпадение экспериментальны точек с построенными  
частотными характеристиками (рис. 4 и 5). 

2. Синтезированная система в режиме непрерывного тока имеет доста-
точный запас по фазе μ ≈ 53, что говорит о приемлемой динамике системы. 
Полученные данные подтвердили правильность результатов расчета системы 
управления по непрерывной модели. 

3. В режиме прерывистого тока при значениях параметров синтезиро-
ванной системы запас устойчивости по фазе μ1 ≈ 30 уменьшается по сравне-
нию с таковым в режиме непрерывного тока. Если при этом уменьшить ем-
кость выходного конденсатора, то можно восстановить значение μ до преж-
него, поскольку частота среза возрастает до частоты fср2 (рис. 3), при котором 
запас по фазе равен μ2 ≈ 100. 
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S. ABRAMOV 

FREQUENCY CHARACTERISTICS THE BUCK PULSE CONVERTER  
IN CONTINUOUS AND DISCONTINUOUS CURRENT MODE 

Key words: pulse converter, frequency characteristics, discontinuous and continuous cur-
rent mode, discrete model, the transfer function. 
Dynamic pulse DC-DC converters now in most cases are investigated with frequency me-
thods, since the frequency characteristics are relatively easily constructed and tested ex-
perimentally. However, the method of calculating the frequency characteristics of pulse 
converters are still insufficiently developed, especially in the discontinuous current mode, 
because they are based primarily on insufficiently accurate averaged dynamic models. 
It shows the results of calculating the frequency characteristics of the step-down conver-
ter with single-loop control system. To construct the expression using frequency charac-
teristics of the transfer functions of discrete open system under discontinuous and conti-
nuous current mode. Accuracy of results of construction and the accuracy of the mathe-
matical model are tested with the experimental setup for which frequency characteristics 
of the unchangeable part of the system are analyzed. 
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А.А. АФАНАСЬЕВ 

ГИСТЕРЕЗИСНЫЕ ЯВЛЕНИЯ  
В ЭЛЕКТРОТЕХНИЧЕСКОЙ СТАЛИ 

Ключевые слова: уравнения Ландау – Лифшица; переменное, вращательное и пе-
ременно-вращательное перемагничивание. 
На основе решения уравнения Ландау – Лифшица для однодоменной структуры 
магнетика предлагаются формулы для расчёта гистерезисных явлений при пере-
менном, вращательном и переменно-вращательном перемагничивании электро-
технической стали. Рассматриваются расчётные кривые нутации вектора на-
магниченности, гистерезисные петли при продольном и поперечном гармониче-
ском воздействии внешнего магнитного поля на домен с учётом его структуры 
при статическом симметричном намагничивании. Обсуждаются возможности 
использования полученных уравнений для многодоменного ферромагнетика. 

Современные программы численного математического моделирования 
электрических машин позволяют при минимуме допущений получить ре-
зультаты, близкие к данным физических исследований. Однако адекватный 
расчет магнитных потерь в ферромагнитных сердечниках вызывает значи-
тельные трудности ввиду сложности происходящих явлений.  

Математические подходы к описанию динамических процессов в стали 
носят феноменологический характер, и их достоверность должна подтвер-
ждаться опытными данными.  

Среди известных (и нашедших достаточно широкое применение в на-
стоящее время) методов расчета магнитных потерь, предложенных в 1980–
1990-е гг., следует назвать модели Прейзаха [15, 16] и Джилса – Атертона [18]. 
Первая модель оперирует с плотностью распределения множества специфиче-
ских магнитных доменов, имеющих в одноосном магнитном поле прямоуголь-
ные симметричные петли гистерезиса с предельными значениями ±11.  

Модель учитывает толщину шихтованных листов электротехнической 
стали, её электропроводность, но имеет существенное ограничение, связан-
ное с требованием квазистационарности магнитного поля, поскольку предпо-
лагает полное проникновение магнитного потока в сечение стали. 

Применение нейронных сетей позволило учесть в этой модели и дина-
мические эффекты [17]. Свидетельством универсальных свойств такой вер-
сии модели является возможность учёта поперечного магнитного поля (гис-
терезис вращающегося магнитного поля) и действия механических напряже-
ний и температуры [3, 14, 17, 19]. Однако её реализация достаточно сложна и 
специфична. 

Модель Джилса – Атертона из-за своей простоты и доступности получи-
ла достаточно широкое применение [1, 10]. В ней используются простейшая 
аппроксимация статической петли гистерезиса и линейная связь коэрцитив-

                                                      
1 Эти домены являются абстрактными образованиями, не имеющими никакого отношения к 
реальным макроскопическим доменам, структурированным в ферромагнетиках обменной 
энергией атомов, имеющих межатомное расстояние a и радиус электронных оболочек с ва-
кантными местами r, причём 3,2 ≤ a/r ≤ 6,2 [8]. 
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ной силы динамической петли гистерезиса со скоростью изменения напря-
женности магнитного поля. 

Расчёт гистерезисных явлений на основе решения уравнения  
Ландау – Лифшица – Гильберта 
В 1960–1990-е гг. в МЭИ под руководством А.И. Пирогова и Ю.М. Ша-

маева были широко развёрнуты работы по исследованию динамических 
свойств магнитных сердечников и лент для устройств автоматики и вычисли-
тельной техники [4, 5]. Ещё ранее значительные результаты в этом направле-
нии были получены К.М. Поливановым [6, 7].  

В качестве физико-математической основы для исследуемых процессов 
были взяты различные варианты решений уравнения Ландау – Лифшица в 
модификации его Гильбертом применительно к поведению вектора намагни-
ченности M в однодоменном ферромагнетике, находящемся в магнитном по-
ле с напряжённостью H. Это поле состоит из внешнего и внутреннего полей 
ферромагнетика. Последние связаны с обменной энергией атомов (она фор-
мирует домены с намагниченностью насыщения), анизотропией кристалли-
ческих структур, собственным магнитостатическим магнитным полем. 

Каноническая форма уравнения имеет вид [9] 

     HMMHM
M

,,,
sMdt

d 
 ,  (1) 

где  < 0 – скалярный множитель, близкий по модулю к гиромагнитному от-
ношению свободных электронов (||  2,2105);  > 0 – безразмерная постоян-
ная, характеризующая скорость релаксации вектора намагниченности M в 
магнитном поле H (её значение уточняется из опыта); Ms – модуль вектора 
намагниченности, имеющий известный смысл намагниченности насыщения.  

Кроме формулы (1) возможен ещё другой эквивалентный вид рассматри-
ваемого уравнения 

   






dt

d
Mdt

d
s

M
MHM

M
,,~ ,  (2) 

где 
21

~



 . Второе слагаемое в этом уравнении связывают с именем 

Гильберта. При всех движениях (эволюциях) вектора M, согласно уравнени-
ям (1), (2), его длина остается неизменной. 

Фиксируем элементарный объём магнитного материала радиусом-векто-
ром r. Момент импульса (количество движения) J единицы объёма ферро-
магнетика, вызываемый спином электронов (с поправкой их орбитального 
движения), связан с намагниченностью простым выражением 

 JM  . (3) 

Поскольку изменение количества движения 
dt
dJ

 равно механическому 

моменту T, из уравнения (1) при отсутствии в нём релаксационного члена  
и учёте формулы (3) следует 

  HM
M

T ,
1





dt

d
.  (4) 
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Это равенство показывает, что при разно-
направленности векторов M и H конец вектора M 
под действием механического момента T будет 
совершать прецессионное движение по окружно-
сти относительно вектора H. 

Второе слагаемого в уравнении (1) с учётом 
последнего равенства (4) представляет ещё один 
момент  

  TMR ,
sM


 ,  (5) 

вызывающий сближение (нутацию) вектора на-
магниченности M с вектором H (рис. 1). 

Гистерезисные явления при переменном 
внешнем поле (переменное перемагничива-
ние). Если предположить, что прямая в про-
странстве, по которой может изменяться во времени вектор H, сохраняет своё 
положение и совпадает с осью z  декартовой системы координат, то вектор-
ное уравнение (1) в сферической системе координат будет представлено дву-
мя скалярными уравнениями [9] 

 )(tH
dt
d




, 


sin)(tH
dt
d

,  (6) 

где  – угол между осью x  и направлением проекции вектора M на плос-
кость 0, x, y;  – угол между осью z и вектором M. 

Первое уравнение описывает процесс движения2 (прецессии) проекции 
вектора M на плоскости 0, x, y, второе – процесс сближения (нутации) этого 
вектора с осью z. В последующем будем исследовать именно процесс нута-
ции как составную часть полного движения этого вектора. 

Для проекции вектора M на ось z справедливо 
  cossMM .  (7) 
После взятия производной по времени от этого равенства с учетом вто-

рого уравнения в (6) получим 

  2sin)(tHM
dt

dM
s .  (8) 

Из выражения (7) следует очевидное равенство 

 
2

2 1sin 







sM
M

, 

подставляя которое в (8), получим окончательно 

 )(1
2

tH
M
MM

dt
dM

s
s 














 .  (9) 

Аналогичное дифференциальное уравнение в [4, 5] содержит вместо  
упомянутый выше параметр 

21
~




 . 

                                                      
2 Учитывая, что   2,2105, угловая скорость прецессии 

dt
d  может составлять 108 рад/с и более. 

 
Рис.1. Прецессия и нутация  
вектора намагниченности М 
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Будем в дальнейшем пренебрегать в магнетике анизотропией и напря-
женностью магнитостатического поля H, направленного встречно вектору 
намагниченности3. Тогда магнитная индукция в магнетике будет равна 

 MB 0 .  (10) 
С учётом (10) уравнение (9) можно записать в таком виде: 

 )(1
2

tH
B
BB

dt
dB

s
s 














 ,  (11) 

где Bs – магнитная индукция насыщения; H(t) – напряжённость внешнего 
магнитного поля, действующего по оси z. 

При прекращении действия внешнего поля обменные силы спонтанно из-
меняют значение индукции до остаточного значения Br (эффект последействия). 

В справочных изданиях приводится информация о симметричных стати-
ческих петлях гистерезиса B = B(H) для различных марок электротехниче-
ских сталей. Эта информация в виде зависимостей H0 = Hc(B) (одна зависи-
мость соответствует восходящей, другая – нисходящей ветви статической 
петли) может использоваться в уравнении (11) как фрагменты внешнего маг-
нитного напряжения, формирующего статическую петлю (рис. 2). Тогда раз-
ность H(t) = H1(t) – Hc(B) может рассматриваться как внешнее напряжение, 
выстраивающее динамическую петлю на базе статической4.  

Кривая на рис. 2 является кривой намагничивания и построена по фор-
муле, предложенной в [4]: 

 cB

s

sBk

s

нr

s

нr

c H

B
B
B
B

k

B
BB

B
BB

k
BH

k



















































1

1
ln

sign
1

sign
1

ln
1

)(
2

1

3

,  (12) 

в ней применительно к изотропной холоднокатаной слаболегированной (со-
держание кремния 0,9–1,8% [11]) стали 2213 с толщиной листа 0,5 мм приня-
то: Br = 0,95 Тл, Bs = 1,6 Тл, Bн = –Br, HcB = 80 кА/м, k = 1,5, k1 = 0,7, k2 = 4,1, 
k3 = 7,69610–8. 

На рис. 3, иллюстрирующем переменное перемагничивание, показаны 
кривые решений дифференциальных уравнений5 (6), (11) с коэффициентом 
релаксации  = 910–5 и зависимость B(H) для частоты 50 Гц применительно к 
изотропной холоднокатаной стали 2213 с толщиной листа 0,5 мм [11]. Потери 
на гистерезис, вычисленные по площади петли B(H) на рис. 3, составили 
2,77 Вт/кг. Полные магнитные потери для магнитной индукции Bm = 1,5 Тл на 
частоте 50 Гц равны 4,44 Вт/кг [11]. 

 

                                                      
3 Вводя коэффициент восприимчивости kм [6], имеем M = kмH и B = 0(kм + 1)H, где  = k + 1 – 
относительная магнитная проницаемость. Поскольку для электротехнических сталей при значе-
ниях M < Ms имеем  >> 1, можно считать B = 0kмH = 0M. 
4 В последующих графических построениях зависимость H0 = Hc(B) представляется как одно-
значная кривая намагниченности, у которой коэрцитивная сила HcB = 0. 
5 Решения дифференциальных уравнений и графические построения выполнялись с помощью 
математической программы MathCAD 15. 
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Рис. 2. Кривая намагничивания H0 = Hc(B) 

 

 
 

а б

 
в

Рис. 3. Переменное перемагничивание холод-
нокатаной изотропной электротехнической 
стали 2213 толщиной 0,5 мм с индукцией 

насыщения 1,6 Тл при синусоидальном изме-
нении напряженности магнитного поля с ам-

плитудой 1000 А/м и частотой 50 Гц:  
а, б – изменения, соответственно, магнитной 
индукции В и угла нутации  вектора намаг-

ниченности (начальные значения:  
B(0) = – 0,7 Тл; (0) = 115,94 град);  
в – зависимость B(H) с HcB = 94,4 А/м 

 
Учёт влияния различных факторов на магнитные свойства электро-

технической стали. Факторы различной природы могут оказывать влияние 
на весь спектр параметров стали: магнитную проницаемость  (начальную н 
и максимальную max); остаточную индукцию Br; индукцию насыщения Bs; 
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коэрцитивную силу HcB; потери в стали (гистерезисные Pг и от вихревых то-
ков Pв); магнитострикцию и др. [8]  

Влияющие факторы связаны в первую очередь с технологией промыш-
ленного изготовления стали, геометрическими формами изделия, условиями 
эксплуатации. 

При феноменологическом подходе к рассмотрению явлений перемагничи-
вания стали следует сопоставлять полученные результаты с опытными данными. 
Используемый математический аппарат имеет параметры, выбор которых дик-
туется именно минимизацией расхождений с опытом. К таким параметрам отно-
сятся: коэффициент релаксации , Bs, Br, HcB, н, max. На основе этих параметров 
выстраивается зависимость H0 = Hc(B), представленная формулой (12). 

Упругие статические и динамические деформации стали (растяжение, 
сжатие) влияют на коэрцитивную силу HcB и, как следствие, на гистерезисные 
потери. При растяжении стали HcB увеличивается, при сжатии – уменьшается. 

В рассматриваемой модели гистерезиса воздействие на коэффициент ре-
лаксации  позволяет изменять коэрцитивную силу и, следовательно, имити-
ровать процесс механической деформации стали.  

На рис. 4 показана гистерезисная петля, полученная при решении диф-
ференциального уравнения (11), в котором коэффициент  совершает гармо-
нические колебания в соответствии с равенством 

)2sin( 10 tf , 
в котором принято 0 =  = 0,00009; f1 = 2500 Гц. 

  

 
Рис. 4. Переменное перемагничивание холоднокатаной  

изотропной электротехнической стали 2213 толщиной 0,5 мм  
с индукцией насыщения 1,6 Тл при синусоидальном 

изменении напряженности магнитного поля с амплитудой 1000 А/м 
и частотой 50 Гц: коэффициент релаксации имеет переменную 

составляющую, гармонически изменяющуюся с частотой 2500 Гц 
 
Ветви полученной петли состоят уже из негладких кривых.  
Гистерезисные потери для этой петли, полученные по формуле (23), со-

ставили 2,81 Вт/кг, что несколько больше потерь при  = 0 (2,77 Вт/кг). 
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Аналогичные петли наблюдались на специальной установке, где пере-
магничиваемые образцы стали подвергались упругим периодическим меха-
ническим воздействиям [19]. 

Гистерезисные явления при вращающемся внешнем поле (перемен-
но-вращательное и вращательное перемагничивание). В магнитных сер-
дечниках электрических машин помимо переменного перемагничивания (в 
трансформаторах, зубцах) наблюдается вращательное или переменно-враща-
тельное (в ярмах) перемагничивание. Опытные данные свидетельствуют [13], 
что гистерезисные потери при этом виде перемагничивания могут до полуто-
ра раз превышать аналогичные потери переменного перемагничивания при 
магнитных индукциях до 1 Тл. При больших уровнях индукции наблюдается 
обратная картина. 

При произвольной ориентации вектора H векторное уравнение (1) в сфе-
рической системе координат будет представлено двумя более общими ска-
лярными уравнениями [9] 

 )()(sin tHtH
dt
d

 


, )()( tHtH
dt
d

 


,  (13) 

где H(t), H(t) – проекции вектора H в сферических координатах будут равны 
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Рис. 5. Вращение вектора H в плоскости 0xz 

 

Будем полагать, что вектор H совершает вращательное движение в плос-
кости 0xz, описывая своим концом, для общности случая, эллипс. Проекции 
вектора на оси z и x совершают гармонические колебания с разными ампли-
тудами Hzm и Hxm (рис. 5): 

 tHtHtHtH zmzxmx  sin)(,cos)( . (15) 
Для этой плоскости с учётом формул (14) имеем 
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В результате второе уравнение (13) для угла нутации  получит вид 

  


sin)(cos)( tHtH
dt
d

zx .  (17) 

При Hzm = Hxm имеем круговое вращение, при Hzm << Hxm – переменно-
вращательное перемагничивание, близкое к переменному. 

Дифференцируя равенство (7) и учитывая (17), получим6 

    sinsin)(cos)( tHtHM
dt

dM
zxs .  (18) 

После подстановки в эту формулу очевидных выражений 

 
2

1sin 







sM
M

, 
sM

M
cos   (19) 

и равенства (10) будем иметь окончательно 

 tH
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22

.  (20) 

При учёте известной статической петли гистерезиса по оси z, полученной 
экспериментально, и различия магнитных свойств стали по направлениям 
перпендикулярных осей z и x (явление анизотропии) коэффициент релакса-
ции   в слагаемых правой части формулы (20) будет неодинаковым. В этом 
общем случае формулу (20) запишем так: 

   tH
B
BBBHtH

B
BB

dt
dB

xm
s

xzm
s

sz 

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
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2

0

2

,  (21) 

где x, z – коэффициенты релаксации вектора M применительно к внешним 
магнитным полям, действующим по осям z и x. 

При эллиптическом вращении вектора H в плоскости xz ,0,  векторы M 
и B будут следовать за ним, одновременно совершая прецессионные и нута-
ционные движения в соответствии с уравнением (21). Поскольку частота 
прецессионного вращения векторов M и B в миллион и более раз превышает 
частоту вращения вектора H (см. сноску 2), указанное следование обеспечи-
вается за счёт только нутационного изменения угла  в интервале  
 0  2 ,  (22) 
при котором проекции векторов M и B на ось z совершают колебания с час-
тотой  изменения вектора H, в том числе и при его переменно-вращатель-
ном и вращательном движении. Но сама величина векторов M и B зависит, 
как видно из уравнения (21), от составляющих Hx(t) и Hz(t) вектора H. 

В рабочем интервале изменения проекции M вектора M на ось z справед-
ливо неравенство 

ss MMM  . 

                                                      
6 В равенствах, соответственно, (7) и (10): M = Mscos; B = 0M символы M и B, очевидно, обознача-
ют проекции вектора намагниченности M и магнитной индукции B на ось z (см. рис. 5). Для удоб-
ства записи и чтения предыдущих и последующих формул индекс z у символов M и B опускается. 
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Поэтому диапазон изменения угла , соответствующий формулам (19), 
составляет  
 0  .  (23) 

В этом случае проекция  
  sinsx BB   (24) 
вектора B на ось x будет всегда положительной, что не соответствует физике 
явления. Для правильной идентификации угла  следует использовать диф-
ференциальное уравнение (17), определяющее этот угол, в совместной систе-
ме с дифференциальным уравнением (18) (приняв к нём B = M, Bs = Ms) и ра-
венством (24) 
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 (25) 

Дифференцирование равенства (24) приводит и к дифференциальному 
уравнению для определения индукции Bx 

     cossin)(sincos)( 0 BHtHtHB
dt

dB
zmzxxs

x ,  (26) 

аналогичному второму уравнению для индукции B в системе (25). 
При использовании системы уравнений (25) наблюдается неполное вы-

полнение очевидного равенства 22
xs BBB  . Разница между левыми и 

правыми частями его в форме  
 sxs BBBB 22    (27) 

для некоторых локальных значениях нутационного угла  может достигать 
20–25%. 

Если в системе (25) второе дифференциальное уравнение заменить ра-
венством B = Bscos, то, очевидно, указанная погрешность исчезнет, но в 
этом варианте исключается возможность формировать динамическую петлю 
гистерезиса на основе статической петли, получаемой из опыта.  

Нижеследующие рис. 6 иллюстрируют результаты решения системы (25) 
применительно к вращательному перемагничиванию при x = 4,610–6; 
z = 910–5 на частоте 500 Гц с одинаковыми амплитудами продольного и по-
перечного внешнего поля величиной 800 А/м. 

Если в системе уравнений (25) последнее уравнение, определяющее ин-
дукцию Bx, заменить дифференциальным уравнением (26), то, как видно из 
рис. 7, характер кривых Bx = Bx(t) и Bx = Bx(Hx) изменится. Это связано с раз-
личием функций, задающих начальные значения кривых. Кривые на рис. 6 
зависят от начальных значений дифференциального уравнения для угла (t), 
а кривые на рис. 7 – от дифференциального уравнения (26) для магнитной 
индукции Bx(t). 
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Рис. 6. Кривые вращательного перемагничивания на частоте 500 Гц,  
полученные при решении системы уравнений (25) 
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Рис. 7. Кривые вращательного перемагничивания на частоте 500 Гц, 
полученные при решении системы уравнений (25) с тремя дифференциальными уравнениями 

 

Сравнительно другой характер имеют рассмотренные кривые, если в 
дифференциальном уравнении для угла нутации  выдерживается симмет-
ричный характер намагничивания по осям x и z (задействована кривая намаг-
ничивания и по оси x). Процесс намагничивания определяется следующими 
тремя дифференциальными уравнениями 
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  (28) 

Результаты решения системы уравнений (28) для предыдущего враща-
тельного режима перемагничивания (частота 500 Гц; x = 4,610–6; z = 910–5; 
Hxm = Hzm = 800 А/м) приведены на рис. 8.  

Основные отличия полученных кривых от предыдущих следующие: за-
висимость (t) стала отличаться от линейной; у кривой Bx(t) уменьшились 
максимальные значения; у гистерезисной петли Bx(Hx) возросли амплитуда 
индукции и коэрцитивная сила. 

Если к новой версии дифференциального уравнения для угла нутации  
(с тем же начальным значением (0) = 1,8 рад, что и в предыдущих системах) 
добавить упомянутое выше уравнение (24) 
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  (29) 

то кривые магнитной индукции Bx (рис. 9), полученные из решения этой сис-
темы уравнений (29), будут существенно отличаться от аналогичных кривых, 
показанных на рис. 6.  
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Рис. 8. Кривые вращательного перемагничивания на частоте 500 Гц,  
полученные при решении системы уравнений (28)  

с тремя дифференциальными уравнениями 
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Рис. 9. Кривые вращательного перемагничивания на частоте 500 Гц, 
полученные при решении системы уравнений (29) 

 

Видим, что зависимость Bx(t) стала отличной от гармонической, а гистере-
зисная петля Bx(Hx) перестала быть эллипсом, приобретя сплюснутость у вершин. 

Полученные уравнения, как отмечалось выше, соответствуют однодо-
менному магнетику. В структуре из многих доменов (их размеры для железа 
равны примерно 10–3 см) границы между ними являются специфическими 
образованиями (стенками Блоха [2, 8]) с толщиной (0,25÷0,35)10–5 см.  

У размагниченного магнетика направления векторов намагниченности 
доменов, имеющих общую границу, образуют углы в 90 или 180 [8, 12]. Меж-
ду краями стенки Блоха совершается плавный поворот вектора намагниченно-
сти от направления на одном крае стенки до направления на другом (рис. 10). 

При приложении слабого 
намагничивающего внешнего 
поля векторы намагничивания 
стенок Блоха обратимо повер-
нутся в его направлении, при-
чём только тех стенок, у кото-
рых направления намагничен-
ности их доменов образуют 
наименьшие углы с направле-
нием внешнего поля. Векторы намагниченности этих доменов одновременно 
также поворачиваются в направлении поля. Происходящий процесс равноси-
лен увеличению объёма названных доменов или смещению их стенок. 

При дальнейшем увеличении внешнего магнитного поля векторы M уже 
всех других доменов начинают необратимый поворот в направлении вектора H.  

Видим, что и во многодоменной структуре магнетика процессы его намагни-
чивания могут описываться дифференциальными уравнениями (11), (21). Поэто-
му другие варианты математического моделирования динамических процессов в 
магнетике, ориентированные на изменение объёмов доменов из-за смещения их 
границ, при опытной проверке приводили примерно к таким же результатам, что 
и на основе теории прецессионно-нутационного вращения вектора M [5]. 

Выводы. 1. Уравнения Ландау – Лифшица, используемые для описания 
явлений перемагничивания в ферромагнетиках с многодоменной структурой, 
дают качественное и количественное приближение к опытным данным. 

 
Рис. 10. Поворот вектора намагниченности М  

в стенке Блоха 
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2. На их основе возможно формирование математических моделей перемен-
ного, переменно-вращательного и вращательного перемагничивания электротех-
нических сталей, наблюдаемого в сердечниках электромеханических устройств. 
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A. AFANASYEV  
HYSTERESIS PHENOMENA IN ELECTRICAL STEEL 

Key words: Landau-Lifshitz equation, variable, rotation and variable-rotation reversal. 
On the base of solution of the Landau-Lifshitz equation for single domain structure of 
magnetic, there are offered formulas for computation of hysteresis phenomenas under va-
riable, rotational and variable-rotational remagnetization of electrical steel. There are 
considered calculating curves of nutation of magnetization vector, the hysteresis loops 
underlongitudinal and transverse harmonical effects of external magnetic field, taking in-
to account its structure under statical and symmetrical field. There is discussing oppor-
tunities of using obtained equations for multi-domain ferromagnetic. 



Электротехника и энергетика 

. 

29

References 

1. Amelin S.A., Novikov A.A., Stroev K.N., Stroev N.N. Modifikatsiya modeli Dzhilsa – Atertona 
dlya ucheta chastotnykh svoistv ferromagnetikov [The Modification to models Dzhilsa – Atertona for ac-
count frequency characteristic ferromagnetic]. Elektrichestvo [Electric Power], 1995, no. 11, pp. 60–63. 

2. Bozorth R.M. Ferromagnetism. Toronto, New York, London, 1951 (Russ. ed.: Ferromagne-
tizm. Moscow, 1956, 784 p.). 

3. Gusev O.V. Modelirovanie slabykh effektov navedennoi magnitnoi anizotropii na osnove di-
agrammy Preizakha: dis. … kand. fiz.-matem. nauk[Modeling weak effect directed magnetic aniso-
tropy on base of the diagram Preyzaha. Doct. Diss.] Rybinsk, 2009.  

4. Pirogov A.I., Khmaruk O.N., Shamaev Yu.M. Magnitnye serdechniki v informatike [The 
Magnetic core in informatics]. Moscow, MEI Publ., 1996, 339 p. 

5. Pirogov A.I., Shamaev Yu.M. Magnitnye serdechniki dlya ustroistv avtomatiki i vychisli-
tel'noi tekhniki [The Magnetic core for device of the automation and computing machinery]. Moscow, 
Energiya Publ., 1973, 264 p. 

6. Polivanov K.M. Teoreticheskie osnovy elektrotekhniki. Ch. 3. Teoriya elektromagnit-nogo 
polya [The Theoretical bases electrical engineers. Part 3: The Theory of the electromagnetic field]. 
Moscow, Energiya Publ., 1969, 352 p. 

7. Polivanov K.M. Ferromagnetiki. Osnovy teorii tekhnicheskogo primeneniya [The Ferromag-
netics. The Bases to theories of the technical using]. Moscow, Gosenergoizdat Publ., 1957. 

8. Reinboth H. Technologie und Anwendung Magnetischer Werkstoffe. Berlin, Verlag Technik, 
1963 (Russ. ed.: Reinbot G. Tekhnologiya i primenenie magnitnykh materialov. Moscow, Leningrad, 
Gosenergoizdat Publ., 1963. 339 p.). 

9. Skrotskii G.V. Eshche raz ob uravnenii Landau – Lifshitsa [Once again about equation Lan-
dau-Lifshica]. UFN, 1984, vol. 144, iss. 4. 

10. Tugai Yu.I., Besarab A.B. Model' elektromagnitnogo transformatora napryazheniya dlya 
issledovaniya ferrorezonansnykh protsessov [The Model of the electromagnetic transformer of the 
voltage for study ferroresonant processes]. Naukovi pratsi VNTU, 2014, no. 4, pp. 1–5. 

11. Molotilov B.V., Mironov L.V., Petrenko A.G. et al. Kholodnokatanye elektrotekhnicheskie 
stali: sprav. izd. [Holodnokatanye electrical become. Reference ed.]. Moscow, Metallurgiya Publ., 
1989, 168 p. 

12. Shamsutdinov M.A., Nazarov V.N., Kharisov A.T. Vvedenie v teoriyu domennykh stenok i soli-
tonov v ferromagnetikakh [Introduction to theory domain wall and solitons in ferromagnetic]. Ufa, 2010, 
148 p. 

13. Shuiskii V.P. Raschet elektricheskikh mashin [Calculation of electrical machines]. Lenin-
grad, Energiya Publ., 1968, 732 p. 

14. Appino C., Fiorillo F., Rietto A.M. The energy loss komponents under alternating, elliptical 
and circular flux in nonoriented alloys. Proc. of 5th Int. Workshop on 2D magnetization problems. 
Grenoble, 1997, pp. 55–61. 

15. Bertotti G. General properties of power losses in soft ferromagnetic materials. IEEE Trans. 
On Magn., 1988, vol. 24, pp. 621–630. 

16. Bertotti G. Hysteresis in Magnetism. Boston, Academic Press, 1998. 
17. Chevalier T., Kedous-Labouc A., Cornut B., Cester C. Estimation of magnetic loss in an in-

duction motor fed with sinusoidal supplu using a finite element software and a new approach to dy-
namic hysteresis. IEEE Trans., 1999, vol. 35, pp. 3400–3402. 

18. Jiles D.C., Atherton D.L. Theory of ferromagnetic hysteresis. Journal of Magnetism and 
Magnetic Materials, 1986, vol. 61, pp. 48–60. 

19. Permiakov V., Dupr΄e L., Makaveev D., Melkebeek J. Dependence of power losses on ten-
sile stress for Fe-Si nonoriented steel up to destruction. J. Appl. Phus., 2002, vol. 91, May. 

 
AFANASYEV ALEXANDER – Doctor of Technical Sciences, Professor of Management 

and Computer Science in Technical Systems Department, Chuvash State University, Russia, 
Cheboksary. 

Ссылка на статью: Афанасьев А.А. Гистерезисные явления в электротехнической стали // 
Вестник Чувашского университета. – 2016. – № 1. – С. 15–29.  



Вестник Чувашского университета. 2016. № 1 

. 

30

УДК 621.311.1 
ББК 31.279 

Э. АЮУРЗАНА, М.И. ПЕТРОВ, А.А. КУЗЬМИН 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ  
ЭФФЕКТИВНОСТИ РАБОТЫ ДУГОГАСЯЩИХ РЕАКТОРОВ  

В УЛАН-БАТОРСКИХ ГОРОДСКИХ  
ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ СЕТЯХ 6-10 КВ  

Ключевые слова: дугогасящие реакторы с подмагничиванием, РОУМ, WF-PXB, 
система автоматической настройки катушки, однофазное замыкание на землю, 
гармоники в токе ОЗЗ, расстройка компенсации. 
По результатам натурных исследований получены фактические эксплуатацион-
ные характеристики современных дугогасящих реакторов с помагничиванием ти-
па РУОМ и WF-PXB. Осциллографированы переходные процессы в остаточном 
токе и токе компенсации при проведении опыта однофазного замыкания на землю 
в сети с компенсированной нейтралью. Реализована комплексная методика оценки 
работоспособности системы заземления нейтрали. В результате исследований 
определены фактические величины: расстройки компенсации, содержания высших 
гармоник как остаточного тока замыкания на землю, так и тока реактора. 

В настоящее время накоплен большой мировой опыт эксплуатации сетей 
среднего класса напряжения. Согласно статистике около 80% всех поврежде-
ний в сетях данного класса напряжения начинаются с появления однофазного 
замыкания на землю. Одним из основных факторов, влияющих на надежность 
эксплуатации сети, является режим заземления нейтрали [7]. Хорошо изучено 
влияния режима заземления нейтрали на характер развития аварии. Однако 
большая часть опубликованных материалов ссылается на стендовые испытания 
или же на статистику аварийных повреждений в сети. По разными причинам 
данные результаты имеют недостаточную точность, поэтому для оценки фак-
тической эффективности работы системы заземления нейтрали необходимо 
проведение натурных экспериментов в действующей сети с одновременной 
фиксацией ряда параметров, позволяющих сделать обоснованный вывод. 

В городских сетях Монголии применяются изолированный или компен-
сированный режимы заземления нейтрали. На процесс развития аварии при 
возникновении однофазного замыкания на землю (ОЗЗ) влияет величина тока 
замыкания на землю. Нормативные документы определяют величины тока, 
при которых необходима установка устройств компенсации емкостного тока. 
Большую часть систем дугогасящих реакторов (ДГР) с плавным регулирова-
нием тока компенсации в городских сетях 6-10 кВ Улан-Батора составляют 
катушки типа РОУМ и WF-PXB. Основной задачей работы системы компен-
сации является снижение величины тока через место повреждения до нуля 
(при строгой и точной настройки катушки в резонанс с емкостью сети). На 
практике через место замыкания протекает небольшой ток активных утечек, а 
также присутствуют высшие гармоники различной величины, значительно 
осложняющие процессы при возникновении дугового замыкания [1]. 

На основе многолетнего опыта обследования систем заземления нейтрали, 
сформулированы основные критерии качества работы системы компенсации: 

1. Для эффективной компенсации емкостного тока ОЗЗ его компенсация 
должна осуществляться практически мгновенно и точностью не менее 1%, в 
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момент после прохождения броска емкостного тока. Механизм протекания 
токов при ОЗЗ достаточно подробно рассмотрен в [6].  

2. При возникновении замыкания на фазе не в максимум напряжения 50 Гц 
ток ДГР содержит затухающую апериодическую составляющую (длительность 
затухания до 5-6 периодов промышленной частоты в зависимости от момента 
возникновения замыкания), которая, естественно, появляется и в токе ОЗЗ. Ток 
компенсации не должен иметь значительной апериодической составляющей.  

3. Используемые в настоящее время системы компенсации в своей осно-
ве имеют устройства преобразования частоты. Применение полупроводнико-
вых устройств может приводить к появлению дополнительных гармониче-
ских искажений, протекающих через место повреждения. Система компенса-
ции не должна быть источником высших гармоник. 

В настоящее время накоплен значительный опыт эксплуатации систем 
компенсации типа РУОМ [2–5]. Для рассматриваемых реакторов с подмагни-
чиванием типа РУОМ в нормальном режиме работы сети его индуктивность 
составляет базовое значение и не совпадает с емкостным сопротивлением 
сети. При возникновении однофазного замыкания на землю автоматика за 
счет форсированного увеличения тока подмагничивания подстраивает индук-
тивность РУОМ к значению емкости сети, определенному этой же автомати-
кой в режиме отсутствия ОЗЗ. 

Для оценки эффективности работы систем заземления сотрудниками улан-
баторских городских электрических сетей выбраны в качестве объекта исследо-
вания несколько подстанций, в нейтрали которых установлены следующие сис-
темы компенсации: РУОМ-300/6,6/√3, РУОМ-480/11/√3, WF-PXB-11/500. 

Оценка работы системы заземления нейтрали проводилась по следую-
щим критериям: 

 точности настройки автоматики; 
 скорости выхода тока компенсации на режим; 
 наличию апериодической составляющей; 
 гармоническому составу токов. 
Методические подходы к осциллографированию переходных процессов 

подробно описаны, например, в [8].  
Оценка эффективности работы системы типа РУОМ. На рис. 1 пред-

ставлена осциллограмма опыта однофазного замыкания на землю в сети 10 кВ 
с компенсированной нейтралью, катушка РУОМ-480/11/√3. На осциллограм-
мах: ток РУОМ – черный (СН5), ток ОЗЗ – серый (СН6). Длительность «метал-
лического» ОЗЗ при проведении опыта ОЗЗ в сети 10 кВ составила 3,06 с. Па-
раметры переходных процессов для опытов металлических ОЗЗ, осциллограм-
мы которых представлены на рис. 1-2 и приведены в таблице.  

На рис. 2 приведена характерная осциллограмма изменения тока РУОМ-
300/6,6/√3 в процессе ОЗЗ и остаточного тока сети 6 кВ. Длительность «ме-
таллического» ОЗЗ в опыте составила 2,26 с. Осциллограмма переходных 
процессов при «металлическом» ОЗЗ свидетельствует о том, что время выхо-
да тока РУОМ на «установившееся» значение в этом случае составляет 0,5 с, 
что значительно выше заявленного производителем. 

Кроме того, были зафиксированы колебания тока РУОМ частоты 50 Гц 
около некоторого «среднего» значения даже в установившемся режиме ком-
пенсации. Уровень этих колебаний находится в пределах 2-3%. 
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Рис. 1. Осциллограммы фазных напряжений тока РУОМ (черный цвет)  

и остаточного тока ОЗЗ (серый цвет) при ОЗЗ  
в сети 10 кВ РУОМ-480/11/√3 
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Рис. 2. Осциллограммы фазных напряжений тока РУОМ (черный цвет)  

и остаточного тока ОЗЗ (серый цвет) при ОЗЗ  
в сети 6 кВ РУОМ-300/6,6/√3 
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Основные параметры, характеризующие процесс «металлического» ОЗЗ  
в сети 6-10 кВ с реактором РУОМ 

Осциллограмма Исследуемая сеть 
Исследуемая система РУОМ-480/11/√3 РУОМ-300/6,6/√3 
Длительность ОЗЗ, с 3,06 2,26 
Время выхода РУОМ на установившийся режим, с 0,75 0,5 
Точность настройки, % 28 32 

Величина тока 50 Гц, А 
Iозз Iост Iдгр Iозз Iост Iдгр 

74,36 20,58 94,09 31,30 7,78 34,54 
Величина высших гармоник в токе, I2-40действ., А 5,74 5,80 1,22 1,69 3,83 2,28 

 

В результате измерений тока ОЗЗ и тока дугогасящего реактора типа 
РУОМ в сети 10 кВ и 6 кВ отмечено наличие явно выраженных в сигнале то-
ка РУОМ третьей, пятой и седьмой и других гармоник, которые значительно 
влияют на гармонический состав остаточного тока замыкания. Суммарный 
остаточный ток от высших гармоник в точке ОЗЗ для сети 10 кВ в экспери-
ментах превысил величину 5 А. 

Оценка эффективности работы системы типа WF-PXB. На осцилло-
граммах: ток компенсации – черный (СН5), ток ОЗЗ – серый (СН6). На рис. 3 
представлена осциллограмма опыта однофазного замыкания на землю в сети 
10 кВ (в нейтраль включена система компенсации типа WF-PXB-11/500). При 
однофазном замыкании на землю появляется существенная апериодическая 
составляющая, насыщенная третьей гармоникой. График изменения первой и 
третьей гармоник во время опыта однофазного замыкания на землю в токе 
компенсации представлен на рис. 4 и 5, соответственно. Как видно на рисун-
ках, время выхода катушки на установившийся режим компенсации состави-
ло 0,8 с.  

Опыт показывает, что настройка реактора WF-PXB в сети 10 кВ некор-
ректна, величина остаточного тока через место замыкания в установившемся 
режиме составила 89,41 А. 

На рис. 3 и 5 хорошо видно, что ток компенсации насыщен высшими 
гармониками.  

Время выхода исследуемых систем заземления нейтрали на установив-
шийся режим компенсации при ОЗЗ может составлять до 0,5-0,8 с и опреде-
ляется характеристиками ДГР с подмагничиванием и системы автоматиче-
ской настройки. Реальная расстройка компенсации в сети с реактором может 
существенно превышать допустимую величину. Так, настройка реактора РУОМ 
в исследованной сети 6-10 кВ оказалась весьма далека от резонансной: при 
«металлических» ОЗЗ степень перекомпенсации составляла 28-5%. Зафикси-
ровано наличие явно выраженных в сигнале тока рассматриваемых реакторов 
3-й и 5-й гармоник. Измерения остаточного тока ОЗЗ в сети с включенным 
ДГР с подмагничиванием показали, что гармонический состав первого, а 
именно – наличие 3-й и 5-й гармоник – определяется главным образом влия-
нием дугогасящего реактора. 

Таким образом, по результатам обследований, эксплуатируемые системы 
компенсации работают неудовлетворительно. 
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Рис. 3 Осциллограммы фазных напряжений тока WF-PXB (черный цвет)  
и остаточного тока ОЗЗ (серый цвет) при ОЗЗ в сети 10 кВ WF-PXB-11/500 
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Рис. 4 Характер изменения первой гармоники тока WF-PXB-11/500 в процессе ОЗЗ 

 
Рис. 5 Характер изменения третьей гармоники тока WF-PXB-11/500 в процессе ОЗЗ 

 

Выводы. 1. В связи с отсутствием четких указаний по вопросу режима за-
земления нейтрали и выбора оборудования в настоящее время в сети 6-35 кВ 
эксплуатируется значительное количество различных систем заземления ней-
трали. Качество их работы значительно отличается в зависимости от типа уст-
ройств, производителя и условий эксплуатации. Для оценки их работоспособ-
ности необходимо проведение натурных испытаний в действующих сетях для 
определения фактических характеристик оборудования. 

2. Согласно проведенным исследованиям эксплуатируемые системы 
компенсации в сети 6-10 кВ Улан-Баторских городских электрических сетей 
типа РУОМ и WF-PXB работают неудовлетворительно. 
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E. AYURZANA, M. PETROV, A. KUZMIN 

EXPERIMENTAL STUDY OF PERFORMANCE ARC SUPPRESSION COILS  
AT THE ULAANBAATAR CITY ELECTRIC NETWORKS OF 6–10 KV 

Key words: peterson coils with magnetization, roaming, WF-PXB, the system auto-
matically adjust the coil, single-phase ground fault, harmonic current PTG, detuning 
compensation. 

According to the results of field studies obtained by the actual performance of modern 
arc suppression reactors magnetization type RUOM and WF-PXB. Oscillograms of 
transients in the residual current and the current compensation during the experiment 
of single-phase earth fault in a network with compensated neutral. Implement a com-
prehensive performance assessment methodology earthing system. The studies to de-
termine the actual value of: mismatch compensation, harmonic content as a residual 
ground fault current and power reactors. 
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И.Ю. БЫЧКОВА, А.В. БЫЧКОВ, Л.А. СЛАВУТСКИЙ 

ИМПУЛЬСНЫЙ УЛЬТРАЗВУКОВОЙ КОНТРОЛЬ  
СТРАТИФИКАЦИИ ВОЗДУХА НАД НАГРЕТОЙ ПОВЕРХНОСТЬЮ 

Ключевые слова: ультразвук, импульсные измерения, фазово-модулированные сиг-
налы, процессы теплопереноса, конвекция. 
Для контроля стратификации и конвективных потоков воздуха над источниками 
тепла предлагаются аппаратные средства и методика импульсных ультразвуко-
вых измерений. Описана схема и результаты экспериментальных измерений, полу-
ченные при анализе задержки прямого и отраженного от нагретой металлической 
поверхности ультразвуковых сигналов. Измерения проводятся при использовании 
фазовой модуляции сигналов с последующей корреляционной обработкой при по-
мощи микропроцессорных средств. Разница в условиях распространения прямого и 
отраженного от поверхности ультразвуковых сигналов позволяет получить ин-
формацию о стратификации воздуха в переходном (разгонном) участке конвек-
тивного потока над нагретой поверхностью. 

Задачи контроля стратификации и конвективных потоков воздуха над 
источниками тепла актуальны для самых разных областей науки и техники 
[7, 10, 11], в частности – теплоэнергетики. Адекватное моделирование кон-
векции, процессов тепло- и массопереноса вблизи источников тепла возмож-
но только численными методами [2, 10]. При этом существенные затруднения 
возникают при определении граничных и начальных условий для расчетов. 
Для определения этих условий приходится учитывать очень большое количе-
ство факторов и делать ряд допущений. Для инженерных расчетов использу-
ются полуэмпирические модели [10]. Стратификация воздуха и его потоки 
носят случайно-неоднородный, турбулентный характер, что придает особую 
важность развитию экспериментальных методов контроля [8, 12]. В настоя-
щей работе предлагаются методика измерений и оценки параметров страти-
фицированной газовой среды ультразвуковыми методами.  

Большинство изготовителей ультразвуковых (УЗ) импульсных приборов в 
качестве предела разрешающей способности прибора используют величину, 
соответствующую половине длины УЗ волны, однако реальная погрешность 
оказывается значительно выше. Форма УЗ импульса зависит не только от ха-
рактеристик приемо-передающих преобразователей, но и от условий распро-
странения и отражения акустических волн в среде [5]. Результирующий сигнал 
на входе приемника есть сумма сигналов, дошедших до приемника различны-
ми путями и с различной задержкой, что сильно влияет на точность измерений, 
особенно при наличии стратификации среды [9]. Использование линейно-
частотно- или фазово-модулированных (ЛЧМ и ФМ) сигналов в теории лока-
ции позволяет осуществлять их эффективный корреляционный прием, по-
скольку малая ширина автокорреляционной функции такого сигнала дает воз-
можность увеличить точность определения временной задержки импульса [4]. 
Авторами показана возможность увеличить разрешение УЗ приборов за счет 
использования ФМ сигналов и их цифровой корреляционной обработки.  

Импульсные ультразвуковые измерения временной задержки при многолу-
чевом распространении позволяют оценить пространственные параметры стра-
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тификации газа [3, 6]. Измерения проводятся при использовании фазовой моду-
ляции сигналов с последующей корреляционной обработкой при помощи мик-
ропроцессорных средств. Это дает возможность значительно повысить разре-
шающую способность ультразвуковых измерений и показать, что разница в ус-
ловиях распространения прямого и отраженного от поверхности ультразвуково-
го сигнала позволяет получить информацию о стратификации воздуха в пере-
ходном (разгонном) участке конвективного потока над нагретой поверхностью. 

Описание импульсного ультразвукового прибора. Блок-схема устрой-
ства для импульсных ультразвуковых измерений, а также осциллограммы, 
объясняющие его функционирование, показаны на рис. 1. Схема является ти-
пичной для устройств данного класса. Она содержит следующие элементы: 
ГИ – генератор импульсов, ФИП – формирователь импульсов последователь-
ности, БУ – блок управления, БЗП – блок задания последовательности, ЭК – 
электронный ключ, УИ – ультразвуковой излучатель, УП – ультразвуковой 
приемник, ФПП – фильтр промышленных помех, УН – усилитель приемного 
сигнала, АЦП – аналого-цифровой преобразователь, БА – блок анализатора, 
ОСЦ – осциллограф (рис. 1, а). 

 
а б

 
в 

Рис. 1. Функционирование устройства: 
а – блок-схема УЗ измерительного устройства; б – блок-схема анализатора; 

в – осциллограммы работы 
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Генератор импульсов ГИ формирует сигнал несущей частоты 40 кГц 
(осц. 1). При появлении импульса «старт» (осц. 2) от блока управления БУ в 
блоке ФИП начинается формирование последовательности импульсов 
(осц. 3). Длительность пакета импульсов составляет TП = 1 мс, тип переда-
ваемого пакета характеризуется числовой последовательностью 0001101 (код 
Баркера 7-го порядка). Данные параметры определяются настройками в блоке 
задания последовательности БЗП. После того как пакет полностью сформи-
рован, по истечении времени TП = 1 мс ФИП завершает процесс формирова-
ния последовательности импульсом «стоп» (осц. 2). Период повторения паке-
тов составляет TИЗМ = 0,5 с, что задается настройками в блоке управления БУ. 
При помощи выходного электронного ключа ЭК, согласно сгенерированной 
последовательности, коммутируется цепь ультразвукового излучателя, кото-
рый излучает звуковую волну (осц. 4).  

Ультразвуковой сигнал принимается УП (осц. 5) через время «задержки» 
TЗ, пропорциональное расстоянию между УИ и УП. Сигнал фильтруется ФПП 
и усиливается УН. Далее сигнал поступает на АЦП и уже в цифровом виде пе-
редается в блок анализатора БА. Схематически БА показан на рис. 1, б. Цифро-
вые значения принятого сигнала могут сохраняться в одном из буферов Б1 и 
Б2. Сигнал в буфере Б2 используется как эталонный для корреляционной обра-
ботки. Содержимое обоих буферов поэлементно перемножается в корреляторе 
(КОР), тем самым формируя функцию взаимной корреляции приемного и эта-
лонного сигналов. Далее при помощи пикового детектора (ПД) выделяются 
максимумы корреляционной функции и определяются моменты времени, им 
соответствующие. Статистический анализатор (СА) производит статистиче-
скую обработку результатов. Блоки ГИ, ФИП, БУ, БЗП, БА реализованы на 
микросхеме ПЛИС XC3S500E фирмы Xilinx (рис. 1, а). 

Описание эксперимента. Схема лабораторной установки на основе опи-
санного выше устройства ультразвукового прибора приведена на рис. 2, а. 
Приемо-передающее устройство ППУ схематически отражает в себе все функ-
циональные блоки устройства (рис. 1, а). Ультразвуковые преобразователи с 
резонансными частотами 40 кГц располагаются на расстоянии L = 47 см и вы-
соте H = 20 см над плоской стальной плитой размером 40×20×1,5 см. Плиту 
нагревали до температуры T ≈ 180°C. Преобразователи имеют широкую диа-
грамму направленности (порядка 60°), и в общем случае сигнал на входе при-
емника представляет собой суперпозицию двух сигналов: прямого и отражен-
ного. Согласно диаграммам направленности преобразователей, мощность из-
лучения боковых лучей отличается от мощности прямого луча примерно на 
5 дБ. Поэтому для увеличения чувствительности системы к отраженному сиг-
налу оба преобразователя были повернуты примерно на 25 (рис. 2, а).  

Обработка сигналов проводилась по результатам трехсот измерений, ко-
торые были произведены по мере нагревания плиты. Оцифровка ультразву-
ковых сигналов осуществлялась с частотой 625 кГц, что позволяет анализи-
ровать их форму и корреляционные функции. Предварительно перед включе-
нием электрической плиты на высоте 50 см от поверхности и прямом распо-
ложении преобразователей был записан эталонный сигнал, необходимый для 
последующей корреляционной обработки. На рис. 3 приведены форма эта-
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лонного сигнала и форма сигнала при нагретой до 100°C плите, а также их 
взаимная корреляционная функция R(t). В корреляционной функции возни-
кают два максимума, временная задержка между которыми соответствует 
задержке между прямым и отраженным сигналами (τ). Максимумы корреля-
ционной функции вычисляются в ПД по значениям её огибающей. 

 

 
а б 

Рис. 2. Схема лабораторной установки и траектории распространения лучей  
в однородной и неоднородной среде (a), зависимость приведенной скорости звука  

(акустического показателя преломления) от координаты (б) 

  
а б 

Рис. 3. Форма эталонного сигнала и форма сигнала при нагретой до 100°C плите (а),  
а также их взаимная корреляционная функция (б) 

По мере роста температуры плиты до T ≈ 180°C скорость звука вблизи по-
верхности увеличивается с 343 м/с до примерно 440 м/c. В связи с этим среда 
становится слоисто-неоднородной по вертикали, и, следовательно, углы наклона 
прямого и отраженного лучей по мере распространения в среде изменяются, т.е. 
траектория луча становится изогнутой (рис. 2, a). Уравнение траектории луча 
выводится из закона Снеллиуса для плоскослоистой среды [1]: 

 .
sin)(

sin

0 0
22

0





z
dz

zn
x  (1) 
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Если рассматривать распростране-
ние сигналов в плоскости x0z, то зави-
симость показателя преломления от 
координаты z, в направлении которой 
среда неоднородна, будет иметь экспо-
ненциальный вид (рис. 2, б). Зная гра-
ничные значения показателя прелом-
ления (в приповерхностном слое и на 
уровне преобразователей), можно по-
строить семейство зависимостей пока-
зателя преломления от координаты z 
(рис. 4). 

При увеличении температуры плиты скорость звука в приповерхностном 
слое возрастает, и, соответственно, уменьшается задержка τ. Средняя вели-
чина этой задержки может служить для количественной оценки температур-
ного профиля воздуха над нагретой поверхностью, а также для оценки неод-
нородности конвективного потока воздуха. 

Фаза (задержка) из решения уравнения эйконала для плоскослоистой 
среды запишется следующим образом [1]: 

 .sin)(sin
0

0
22

0  
z

dzznx  (2) 

Знак перед корнем определяется направлением распространения луча 
(в положительном или отрицательном направлениях оси z). 

Если использовать экспоненциальную форму зависимости n(z), когда 
температура на уровне плиты меняется от 20 до 180, а на уровне датчиков – 
от 20 до 32, то семейство кривых n(z) будет иметь вид рис. 4. 

Зависимость временной задержки между прямым и отраженным сигналами 
от температуры среды может быть рассчитана с использованием (1) и (2). 

Анализ экспериментальных результатов. На рис. 5 приведены расчет-
ная и экспериментальная зависимости временной задержки между прямым и 
отраженным от нагретой поверхности ультразвуковыми сигналами от темпера-
туры поверхности. Как видно из рис. 5, поведение экспериментальной и теоре-
тической зависимости при температурах T < 100С хорошо согласуется, что 
может служить доказательством адекватности использованной модели для это-
го диапазона температур. С увеличением температуры существенно увеличи-
ваются флуктуации временной задержки между ультразвуковыми сигналами, 
что связано со случайной пространственно-временной изменчивостью скоро-
сти звука в конвективном тепловом потоке. Случайные изменения временной 
задержки  очень значительны, флуктуации достигают 50%. При температурах 
поверхности T > 100С использованная регулярная модель стратификации ско-
рости звука перестает адекватно описывать распространение ультразвуковых 
сигналов. Кроме увеличения случайных флуктуаций увеличивается и усред-
ненная временная задержка между прямым и отраженным сигналами.  

Это может объясняться несколькими причинами: изменением времени 
прохождения прямого сигнала за счет увеличения средней скорости звука на 
уровне преобразователей в восходящем конвективном потоке горячего возду-

 
Рис. 4. Семейство кривых n(z) 
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ха; изменением горизонтального сечения конвективного потока и его про-
странственно-временной структуры по высоте с нагревом подстилающей по-
верхности [8]. 

 

 
Рис. 5. Зависимость временной задержки между прямым и отраженным сигналами  

от температуры подстилающей поверхности: 
сплошная кривая – численное моделирование;  
кружки – среднее экспериментальное значение  

с диапазоном случайных отклонений от максимума до минимума 

Выводы. Таким образом, использованные аппаратные средства и мето-
дика ультразвуковых измерений с корреляционной обработкой фазово-моду-
лированных импульсных ультразвуковых сигналов позволяют получить ин-
формацию как о регулярной, так и о случайной стратификации воздуха над 
нагретой подстилающей поверхностью. 

Для интерпретации полученных экспериментальных результатов необ-
ходимо, по-видимому, более детальное моделирование процесса теплопере-
носа над нагретой поверхностью с учетом горизонтальных размеров источ-
ника тепла. 
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PULSE ULTRASONIC CONTROL  
OF THE AIR STRATIFICATION OVER THE HEATED SURFACE 

Key words: ultrasound, pulse measurement, phase-modulated signals, heat transfer 
processes, convection. 
Methods of pulsed ultrasonic measurements and the hardware are offered to control the 
air stratification and convective flows over heat sources. The results of experiments and 
functional diagram are described. The results are obtained by analysis of the delay be-
tween the direct and reflected from the heated surface ultrasonic signals. In this applica-
tion the phase modulation and followed by correlation are used. The difference in the 
spread of the direct and reflected signals provides information of the air stratification in 
the transition (acceleration) layer of the heated convective flow. 
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Е.Г. ЕГОРОВ, С.П. ИВАНОВА, Н.Ю. ЛУИЯ 

ЭНЕРГОСБЕРЕГАЮЩИЙ МЕТОД  
КОММУТАЦИОННЫХ ИСПЫТАНИЙ МАГНИТНЫХ ПУСКАТЕЛЕЙ 

Ключевые слова: магнитный пускатель, коммутационная износостойкость, элек-
трическая дуга, восстанавливающееся электрическое напряжение, восстанавли-
вающаяся электрическая прочность, волновые характеристики отключаемой цепи. 
Рассмотрена электрическая схема для коммутационных испытаний магнитных пус-
кателей, приведена осциллограмма переходных процессов при гашении дуги в трехфаз-
ной цепи переменного тока. Показана возможность расчета восстанавливающейся 
прочности на основе тепловых и электродинамических процессов на катоде и восста-
навливающегося напряжения на размыкающихся контактах с учетом волновых ха-
рактеристик отключаемой цепи. Предложен метод оценки коммутационных харак-
теристик магнитных пускателей, который позволяет уменьшить объем прямых ис-
пытаний. В основу заложены результаты экспериментов и сравнение значений вос-
станавливающейся электрической прочности и восстанавливающегося электрического 
напряжения, которое позволяет оценить вероятностные характеристики успешно-
сти гашения и коммутационную способность магнитного пускателя. 

Исследования процессов в электрических аппаратах проводились на основе 
математических моделей электрической дуги отключения электродвигателя 
[3, 8, 14] для разных условий их применения и эксплуатации [3, 9, 10, 11]. 

Наиболее энергозатратным видом испытаний являются испытания на 
коммутационную износостойкость и коммутационным способность (в связи с 
большей длительностью и потребляемой электроэнергией при их проведении), 
по результатам которых оценивается надежность магнитных пускателей. 

Испытательная схема трехфазного магнитного пускателя изображена на 
рис. 1. 

В качестве примера на рис. 2 приведена осциллограмма переходных 
процессов при коммутации нагрузки в режиме редких коммутаций. 

В соответствии с признанной классической теорией коммутации успеш-
ное гашение дуги переменного тока при отключении асинхронного электро-
двигателя обеспечивается при соблюдении следующего условия: переходное 
восстанавливающееся электрическое напряжение UВН(t) должно быть меньше 
переходного восстанавливающейся прочности UВП(t) на всем отрезке времени 
после перехода тока нагрузки через нуль [3, 5]. 

Характер восстановления электрической прочности определяется тепло-
выми и электродинамическими процессами на катоде. Для анализа процессов 
в условиях, характерных для оснований дуги на контакте, за основу можно 
взять уравнения нестационарной теплопроводности [2] 
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где v0 – скорость звука в металле; tД – время действия источника тепла до 
момента нуля тока; T0 – начальное значение температуры в условиях цик-
лических коммутаций. 

 

 
Рис. 1. Схема коммутационных испытаний трехфазного магнитного пускателя:  
ША, ШВ, ШС – шунты измерения тока нагрузки; RН А, LН А, RН B, LН B, RН C, LН C –  
активно-индуктивная нагрузка в фазах А, В, С; RШ А, СШ А, RШ B, СШ B, RШ B, СШ B –  
активно-емкостная цепочки для регулировки волновых параметров нагрузки; 

R1А / R2А, R1B / R2B, R1C / R2C – делители напряжения 
 

 
Рис. 2. Осциллограмма переходных процессов при гашении дуги 

переменного тока трехфазным магнитным пускателем 
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Решение системы уравнений (1)−(4) позволяет определить температур-
ное поле к моменту нуля тока и вычислить термоавтоэлектронную эмиссию с 
учетом совместного действия Е и Т по уравнению Ричардсона – Дешмана с 
поправкой Шоттки, которое определяет пробивное напряжение межконтакт-
ного промежутка (восстанавливающуюся прочность – ВП). 

Расчет значения восстанавливающейся электрической прочности произ-
водится по соотношению [3]: 
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где A0 и B0 – постоянные коэффициенты, которые могут определяться по кри-
вой Пашена для разных (l); Uiэфф – эффективный потенциал ионизации; l – 
произведение плотности газа на длину околокатодного слоя. 

Восстанавливающееся напряжение (ВН) определяется схемой цепи от-
ключения, углом сдвига между током и напряжением, а также волновыми 
характеристиками отключаемой цепи. 

Максимальное значение ВН для режима отключения тока нагрузки опре-
деляется по формуле [5]: 

    ,sin
3

2 Л
асхmaxВН 

UkkU    (6) 

где kсх − коэффициент схемы для первой разрываемой фазы в трёхфазной це-
пи; UЛ − линейное действующее значение напряжения источника питания; 
 − угол сдвига между током и напряжением в разрываемой фазе к моменту 
перехода тока через нуль. 

Каждой конкретной нагрузке отключения соответствуют вполне опреде-
ленные статистические волновые параметры: собственная частота отключаемого 

контура – f0 и коэффициент амплитуды 
0

maxВН
а

 

U
U

k  . В испытательных конту-

рах волновые параметры должны удовлетворять требованию эквивалентности 
реальным условиям отключения токов нагрузки аппаратами управления. 

При испытаниях на коммутационную электрическую износостойкость 
следует ориентироваться на средние значения частоты колебаний цепи для 
нагрузки f0 и коэффициента амплитуды kа, которые выражаются зависимо-
стями1 [3]: 
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где I0 – ток отключения, А; U0 – номинальное рабочее напряжение, В; f0 – 
частота колебаний цепи нагрузки, кГц. 

                                                      
1 ГОСТ Р 50030.1-2007 (МЭК 60947-1:2004). Аппаратура распределения и управления 
низковольтная. М.: Стандартинформ, 2008. 142 с. 
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Если проводятся испытания на пре-
дельную отключающую способность, то 
значения волновых параметров опреде-
ляются по формулам [3]: 
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В этой работе рассматривается сле-
дующий энергосберегающий метод про-
ведения коммутационных испытаний 
магнитных пускателей. 

Для заданных параметров и режи-
мов коммутации (напряжения сети, тока 
нагрузки, cos φ, частоты коммутации, 
продолжительности включения ВП) оп-
ределяются статистические характери-

стики переходных процессов: восстанавливающейся электрической прочно-
сти и восстанавливающегося электрического напряжения (рис. 3). 

Анализ этих статистических экспериментальных характеристик позволяет 
оценить вероятность повторных пробоев и зажигания электрической дуги в сле-
дующий полупериод после нулевого значения тока нагрузки, а также время горе-
ния дуги, которое определяет эрозию контактов. Статистическую обработку экс-
периментальных данных проводят, например, по методам, рассмотренным в [1]: 

 



n

i
iU

n
U

1
CP

1
, (9) 

где n – число экспериментальных данных; Ui – измеренные значения напря-
жений (ВП или ВН). 

Среднее квадратичное отклонение определяется по следующему соот-
ношению: 

  



n

i
i UU

n
S

1

2
СР

1
.  (10) 

Вероятность повторного зажигания в момент нуля тока определяется 
нижним значением ВП и максимальным значением ВН. 

Нижнее значение ВП рассчитывается с учетом среднего квадратичного 
отклонения и принятой вероятности k 

 kSUU  СРВПminВП , (11) 

где k – квантиль нормальной функции распределения. Например, для вы-
бранной вероятности 90% определяется табличное значение [1], которое 
k = 1,282. 

Максимальное значение ВН  
 kSUU  СРВПmaxВН ,  (12) 

Рассчитанное по формуле (11) нижнее значение ВП означает, что 90% 
всех экспериментальных значений ВП будут располагаться выше UВПmin.  

Рассчитанное по формуле (12) верхнее значение ВН означает, что 90% 
всех экспериментальных значений ВН будут располагаться ниже UВНmax. 

 

Рис. 3. Переходные процессы  
вблизи нуля тока нагрузки 
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Успешность гашения электрической дуги подтверждается сравнением 
характеристик UВП(t) и UВН(t).  

Следует отметить, что установлено взаимное влияние параметров элек-
трической дуги на процесс гашения. Это влияние заключается в следующем. 
С одной стороны, электрическая дуга уменьшает восстанавливающуюся проч-
ность в связи с тем, что в нулевой паузе тока плазма остаточного столба дуги 
обеспечивает достаточное количество заряженных частиц. В отключаемой 
цепи активное сопротивление электрической дуги снижает величину комму-
тируемого тока и уменьшает угол сдвига между током и напряжением, что, в 
свою очередь, уменьшает возвращающее напряжение. 

С другой стороны, остаточное сопротивление дуги демпфирует процесс 
восстановления напряжения, ограничивает ее амплитуду и замедляет ско-
рость восстановления за счет уменьшения частоты собственных колебаний в 
колебательном контуре, что улучшает дугогашение. 

Известны методы испытаний на коммутационную износостойкость, ко-
торые обеспечивают снижение энергозатрат при коммутационных испытани-
ях: ускоренные, синтетические, расчетно-экспериментальные, сокращенные, 
на основе планирования эксперимента, а также путем применения математи-
ческих методов расчетов дугогашения на основе решения фундаментальных 
уравнений тепло- и электрофизических процессов и др. [3, 4, 7]. 

В данной работе определяются статистические экспериментальные ха-
рактеристики переходных процессов: восстанавливающейся электрической 
прочности uВП(t) и восстанавливающегося электрического напряжения uВН(t) 
для конкретных параметров нагрузки: мощности электродвигателя и катего-
рии применения, напряжения сети, cos φ, частоты коммутаций, продолжи-
тельности включения и др. Например, UВНmax определяется по расчетному 
соотношению (6) с учетом волновых характеристик коммутируемой цепи (2) 
или (3) или путем осциллографирования.  

Восстанавливающая прочность Uвп измеряется, например, по методу по-
вторных пробоев [3, 5, 6].  

На рис. 4 изображены характеристики переходных процессов uВП(t) и 
uВН(t) при гашении дуги переменного тока. 

Если переходный процесс uВП(t) определяется характеристикой 3, а вос-
станавливающееся напряжение uВН(t) – характеристикой 1, то после нуля тока 
пробоя промежутка не происходит и электрическая дуга гаснет. 

Однако если восстанавливающееся напряжение изменяется по кривой 2, 
то в момент времени t1 происходит пробой межконтактного промежутка, так 
как )()( 1ВПиспВН tutu  , а электрическая дуга загорается вновь и горит в тече-
ние следующего полупериода тока нагрузки.  

При измерении восстанавливающейся прочности по методу повторных 
пробоев необходимо обеспечить гарантированное наличие пробоев (т.е. не-
обходимо увеличивать испытательное напряжение); а также обеспечить ра-

венство 
dt

dUB  в номинальном режиме и в режиме увеличенного испытатель-

ного напряжения.  
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Равенство скоростей подъема номинального напряжения UН и напряже-
ния испытательного UИСП обеспечивается шунтирующими активным RШ и 
емкостным CШ сопротивлениями. Это связано с тем, что влияние скорости 

подъема 
dt

dU B  на измерение значения восстанавливающейся прочности ВП 

установлено также и для условий коммутации цепей низкого напряжения пе-
ременного тока [3]. 

 
Рис. 4. Переходные процессы тока  

при гашении электрической дуги переменного тока 
 
Равенство скоростей восстанавливания напряжения при номиналь-

ном (660 В) и испытательном повышенном напряжении (принимаем равным 
800 В) обеспечивается за счет повышения частоты f0 ИСП по следующей методике. 

Скорость восстановления напряжения определяется соотношением [5]: 

мкс
В

104 6
00

BН  fU
dt

dU
; 

где  sin2sin H0 UUU m  (для стандартной нагрузки активно-индуктив-
ной цепи cos φ = 0,35; φ = 69°). 

Скорость изменения ВН при напряжении В660H U будет равна 

,
мкс
В

177104 6
Н00

BН 





 fU

dt
dU

 

так как кГц53Н0 f . 

Равенство изменения восстанавливающегося напряжения при испыта-
тельном напряжении UИСП = 800 В будет достигнуто при 

.кГц55
104 6
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Н

BН
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
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

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
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В качестве примера в таблице приведены результаты экспериментальных 
исследований опытного образца трёхполюсного магнитного пускателя на но-
минальный ток 63 А и номинальное напряжение 660 В, 50 Гц; при коммута-
ции тока 300 А и cosφ = 0,35. 

 

Результаты измерения характеристик восстанавливающейся прочности,  
восстанавливающегося напряжения и времени горения электрической дуги 

Опыт Фаза 
Первый полупериод Второй полупериод 

tД, мc t1, 
мкc UВП1, В UВН H, В IОТКЛ MAX, 

А
tД, 
мc

t1, 
мкc UВП1, В UВН H, В IОТКЛ MAX, 

А 

1 
А 1,7 7,9 344 372 10 11 > 610** 610 320 
В 6,9 13 > 1035* 1035 370 − − 1035 − 
С 4,9 7,9 457 412 7,4 5,2 > 456** 456 296 

2 
А 2 7,9 342 372 9,7 7,9 > 512** 512 292 
В 6,8 13 > 1100* 1100 370 − − − − − 
С 4,9 11 855 405 6,9 7,9 > 520** 520 282 

3 
А 1,4 7,9 375 373 9,8 13 > 470** 470 292 
В 6,8 13 > 1150* 1150 356 − − − − − 
С 4,7 11 366 405 6,9 15 > 730** 730 260 

4 
А 1,9 7,9 407 372 9,6 7,9 > 500** 500 276 
В 6,8 20 > 1030* 1030 364 − − − − − 
С 4,9 11 570 405 9,4 20 > 565** 565 240 

5 
А 1,8 13 375 370 9,5 13 > 626** 626 280 
В 7,1 15 > 1060* 1060 348 − − − − − 
С 4,7 7,9 730 405 7 13 > 490** 490 240 

Примечание. * − успешное гашение дуги в фазе В в течение первого полупериода; ** − 
успешное гашение дуги в фазах А и С в течение второго полупериода. 

 

Коммутационная способность испытуемого пускателя определяется пер-
вым гасящим полюсом (В) в первом полупериоде, а окончательное гашение 
происходит во втором полупериоде переменного тока. 

По результатам экспериментальных данных оценивается вероятностная 
характеристика успешности гашения.  

Таким образом, рассматриваемая энергосберегающая методика при ком-
мутационных испытаниях магнитного пускателя предполагает эксперимен-
тальное измерение характеристик восстанавливающейся электрической 
прочности и восстанавливающегося электрического напряжения. По резуль-
татам таких измерений могут быть приняты решения о возможности сокра-
щения (уменьшения) числа испытательных коммутационных циклов, что по-
зволит снизить энергозатраты на их проведение. 

По мере накопления статистических данных по каждому типу исполне-
ния магнитных пускателей может быть рекомендована оптимальная величина 
контролируемых коммутационных циклов, которая будет достаточна для 
подтверждения установленной в нормативно-технической документации на-
дежности магнитного пускателя. 
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E. EGOROV, S. IVANOVA, N. LUIYA 

METHOD OF SWITCHING POWER TEST MAGNETIC STARTER 

Key words: magnetic starter, switching wear resistance, electrical arc, the recovery vol-
tage, restore the dielectric strength, wave characteristics switchable circuit. 
Consider an electric circuit for switching test magnetic starters and brought waveform 
transients quench the arc in a three-phase AC circuit. The possibility of recovering the 
strength calculation on the basis of thermal and electrodynamic processes at the cathode 
and recovery voltage on the NC contact, taking into account the characteristics of the 
wave switchable circuit. This paper proposes a method for estimating the switching cha-
racteristics of the magnetic contactors, which can reduce the amount of direct testing. 
The foundation laid by the results of experiments and comparison of recovering electric 
strength and restore the voltage that allows to evaluate the probability of success of 
damping characteristics and the switching capacity of the magnetic starter. 
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А.Л. КУЛИКОВ, В.В. АНАНЬЕВ 

ОЦЕНКА СКОРОСТИ РАСПРОСТРАНЕНИЯ  
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН В ЗАДАЧЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ  
МЕСТА ПОВРЕЖДЕНИЯ ЛИНИИ ЭЛЕКТРОПЕРЕДАЧИ 

Ключевые слова: определение места повреждения, волновые методы, скорость 
распространения волн, метод наименьших квадратов, имитационное моделирова-
ние, точность. 
Используемый в электрических сетях двухсторонний метод волнового определения 
места повреждения (ВОМП) линий электропередачи обладает существенными ошиб-
ками из-за изменения скорости распространения электромагнитной волны вдоль ли-
нии. В работе проводилось исследование точности ВОМП на имитационных моделях 
линий электропередачи. Рассмотрено применение метода оценки скорости распро-
странения электромагнитной волны на основе ошибок волнового определения места 
повреждения предыдущих повреждений. Определение скорости выполнено на основе 
использования метода наименьших квадратов в системе уравнений с числом уравнений, 
превышающим количество неизвестных. Представлено исследование точности опре-
деления места повреждения с использованием предложенного принципа. Предложен-
ный метод позволяет существенно снизить ошибки оценки расстояния до поврежде-
ния. Разработанный метод может быть внедрен как в существующие, так и в пер-
спективные устройства волнового определения места повреждения. 

Системы передачи и распределения электрической энергии являются 
жизненно важными, поскольку обеспечивают непрерывную связь между ге-
нерирующими источниками и конечными потребителями. В этих условиях 
крайне актуальны быстрые и точные способы определения места поврежде-
ния (ОМП) в электрических сетях, позволяющие минимизировать ущерб 
промышленным предприятиям, сократить имущественные и другие риски 
населения, а также вероятность поражения людей электрическим током [5]. 

Перспективно применение волновых методов ОМП (ВОМП) линий элек-
тропередачи (ЛЭП), обладающих высокой точностью, не зависящих от режи-
мов и конфигурации электрической сети. В серийно выпускаемых устройст-
вах распространено применение двухстороннего метода ВОМП ЛЭП (рис. 1), 
который реализуется согласно выражению  

  ,)(5,0 BA ttvLx   (1) 
где tA, tB – время распространения электромагнитной волны от повреждения к 
концам ЛЭП; v – скорость распространения электромагнитной волны; L – 
длина ЛЭП. 

Однако двухсторонний метод не учитывает неоднородность скорости 
распространения электромагнитной волны вдоль длины линии и обладает 
соответствующими скоростными ошибками. Разные значения зарегистриро-
ванной скорости по концам ЛЭП обусловлены «размытием» фронта волны 
из-за разной фазовой скорости ее частотных составляющих: 

   ,Im
ф CjgLjr

v



  

где   круговая частота составляющей волнового процесса; r, L, C  удель-
ное активное сопротивление, индуктивность и емкость. 
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Цель статьи – разработка 
нового метода точной оценки 
скорости электромагнитных 
волн по данным аварийной 
статистики применительно к 
задаче ВОМП ЛЭП. 

В ряде отечественных [1, 6] 
и зарубежных [7, 8] работ иссле-
довались зависимости скорости 
распространения электромаг-
нитных волн от удельных ак-
тивных и реактивных парамет-
ров ЛЭП. В частности, в [7] бы-
ли определены частотные харак-
теристики составляющих преоб-
разования Кларка, по которым 
формировались оценки скорости 
распространения и коэффициента затухания частотных составляющих электро-
магнитной волны (рис. 2). 

 
а 

 
б 

 
в  

г 

 
д  

е 
0-составляющая;  -составляющая;  -составляющая 

Рис. 2. Зависимость от частоты: а – удельного активного сопротивления;  
б – удельной индуктивности; в – удельного полного сопротивления;  

г – аргумента удельного полного сопротивления; д – скорости распространения 
электромагнитной волны; е – коэффициента затухания 

 
Рис. 1. Схема подключения ВОМП  
на примере Qualitrol TWS FL-8 
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Для повышения точности одностороннего ВОМП ЛЭП авторы [7] пред-
лагают оценку расстояния до повреждения, основанную на определении 
уточненной скорости первой и отраженной от места повреждения (второй) 
электромагнитных волн: 

 ,
3 21

21

mm

mm

vv
vvx


  

где t1, t2 – время регистрации первой и отраженной волн, соответственно; vm1 – 
скорость расчетной модальной составляющей Кларка (которая выбирается на 
основании вида повреждения по специальной методике [7]) первой электро-
магнитной волны; эта величина соответствует скорости наибольшей частотной 
составляющей, которая может быть зарегистрирована устройством ВОМП (оп-
ределяется параметрами аналого-цифрового преобразователя); vm2 – скорость 
расчетной модальной составляющей Кларка отраженной электромагнитной 
волны; эта скорость определяется для частоты, задаваемой экспонентой Лип-
шица и вейвлет-преобразованием [7]. 

Ошибки предлагаемого метода, согласно данным авторов, не превышают 
0,46% от длины исследованной линии. Причем ошибки зависят от вида по-
вреждения, мгновенного напряжения и переходного сопротивления. 

При решении задачи двухстороннего ВОМП ЛЭП в работе [8] исследо-
вались изменения скорости электромагнитной волны в зависимости от прой-
денного ею расстояния. При этом авторы [8] рассматривают скорость v рас-
пространения волны как функцию расстояния до повреждения (рис. 3, а). 
 

 
 

а б
Рис. 2. Зависимости: а – скорости распространения электромагнитной волны  

от расстояния до повреждения; б – ошибки ΔxA от фиксированной оценочной скорости 
распространения электромагнитной волны и расстояния до места повреждения 

 
Действительно, для двухстороннего ВОМП (рис. 1) имеем 

  
  

,
;
;

0

0

BA

BBB

AAA

xxL
ttvvx
ttvvx





 

где v – фиксированное значение скорости; vA = vA – v, vB = vB – v – скорост-
ные ошибки, возникающие из-за разности действительной и фиксированной 
расчетной скоростей распространения электромагнитной волны; tA, tB – время 
прихода волны к концам А и В ЛЭП; t0 – время повреждения. 

Пусть vA = v, vB = v, тогда с учетом ранее введенных выражений 
имеем 
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  ).(
2

)1)(1(

2

1
BAA ttvLx 










 
(2) 

При игнорировании изменений скорости распространения электромагнитной 
волны, т.е.  =  = 0, приходим к общеизвестному выражению расчета при 
ВОМП (1) 

 ).(
2

1

2

1
BAA ttvLx   (3) 

Разность выражений (3) и (2) обеспечивает расчетное соотношение абсолют-
ной ошибки 

 
).(

22

)2(
)( BAA ttvLx 





 

Как указывалось ранее, величина ошибки ΔxA зависит от принятой фиксиро-
ванной скорости v и расстояния до места повреждения, а по результатам мо-
делирования [8] достигает существенных значений (рис. 3, б). 

Для компенсации ошибок ΔxA был предложен алгоритм [8], учитываю-
щий зависимость скорости распространения волны от расстояния до места 
повреждения: vA  v(xA); vB  v(xB).  

Поскольку 
 
 

,
;
;

BA

BBB

AAA

xxL
ttvx
ttvx





 

совместное решение уравнений с исключением переменной t приводит к вы-
ражению 

 
,

BA

BABAA
A vv

ttvvvLx



  

учитывающему, что 

.
)(

;
)( B

B
B

A

A
A xv

xtt
xv
xtt   

По данным моделирования [8], ошибка такого алгоритма составляет около 
0,1% от длины ЛЭП. 

Следует отметить, что для повышения точности ВОМП ЛЭП целесообразно 
применение навигационных подходов [3, 4], а также процедур адаптации [2] на 
основе имитационного моделирования. Однако такие эксперименты предпола-
гают использование адекватных имитационных моделей, которые достаточно 
сложно реализовать с учетом специфики каждой анализируемой ЛЭП. 

С точки зрения эксплуатирующих электросетевых организаций, имею-
щих статистику повреждений конкретной ЛЭП, целесообразным является 
использование данных об аварийных отключениях для предварительной 
оценки скорости распространения электромагнитных волн. 

Предлагаемый алгоритм уточнения скорости v (1) для реализации ВОМП 
ЛЭП поясним примером (рис. 4). Пусть имеется ЛЭП (рис. 4), на которой 
произошло N повреждений (i = 1,…,N). Для каждого из повреждений имеют-
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ся результаты обходов линии с расчетом расстояния x1,.., xi,.., xn и ошибками 
ВОМП Δx1,.., Δxi,.., Δxn из-за расчетного и реального расстояний. 

 

 
Рис. 3. Анализируемая линия электропередачи 

 

С учетом данных предшествующих повреждений запишем 
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Перенесем слагаемое 0,5·L в левую часть выражения и введем матричные 
обозначения 
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Тогда выражение может быть преобразовано к виду 
.vTX   

Применяя метод наименьших квадратов, получим уточненное значение скорости 

 .)( 1 XTTTv TT    (4) 
После получения уточненного значения скорости реализуется расчет 

расстояния по выражению (1). 
Важно отметить, что для более точного ВОМП ЛЭП необходимо вы-

брать данные предыдущих повреждений ЛЭП как можно ближе к предпола-
гаемому месту повреждения. В таком случае может быть предложен следую-
щий алгоритм: 

1. Реализация расчетов по формуле (1) в предположении, что скорость 
распространения электромагнитных волн равна скорости света. 

2. Выбор из массива предыдущих повреждений совокупности точек (на-
пример, трех), наиболее близко расположенных к предполагаемом месту по-
вреждения. 

3. Уточнение скорости по выражению (4). 
4. Пересчет ВОМП ЛЭП по выражению (1) на основе уточненного зна-

чения полученной скорости. 
Точность предлагаемого метода проанализирована с использованием про-

граммного продукта PSCAD на примере участка электрической сети 220 кВ 
(рис. 5, табл. 1). 

A B x1 x2 x3 x4 xi xN 
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а 

 
б 

Рис. 4. Структурная схема (а)  
и модель в PSCAD участка электрической сети (б) 220 кВ 

Таблица 1  

Параметры участков анализируемой электрической сети 220 кВ 

Участок 
Длина, 
км 

Марка 
провода 

Марка 
троса 

Тип 
опоры 

Удельное сопротивление  
грунта, Ом·м 

i-j 57 АС-400/51 С-70 П-220-2т 4000 
j-m 46 АСО-300/39 С-70 ПБ-220-1 100 
m-n 132 АС-240/32 С-70 П-220-1т 1000 

 
Узлы регистрации устройства ВОМП расположены в узлах i и m, данные 

об ошибках предыдущих повреждений приведены в табл. 2. 
Проведено моделирование коротких замыканий в точках, не совпадаю-

щих с ранее зафиксированными в процедурах ОМП. Уточненная скорость 
рассчитывалась по трем ближайшим к короткому замыканию точкам. Резуль-
таты имитационных испытаний сведены в табл. 3. 

Анализ табл. 3 показывает, что погрешность уточненного ВОМП ЛЭП 
лежит в пределах погрешности двухстороннего метода, обусловленной дис-
кретными отсчетами времени. Сравнение погрешностей методов представле-
но на рис. 6. 

m 
n 

 
j 

i 
K 

x
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Таблица 2  

Результаты оценки ВОМП при предыдущих повреждениях ЛЭП 

Действительное расстояние 
до повреждения  
от узла i, км

Ошибка оценки  
ВОМП, м 

10 530
30 445
50 345
60 310
80 210
100 95
110 45
150 –170
190 –415
230 –705

Таблица 3  

Сравнение точности двухстороннего ВОМП и ВОМП с уточнением скорости 

Расстоя-
ние от 
узла i до 
точки КЗ, 

км 

t1, мс t2, мс 
Оценка 
ВОМП, м 

Ошибка 
ВОМП, м

Уточненная 
скорость, 

м/с 

Уточнен-
ная оценка 
ВОМП, м 

Ошибка 
уточнен-
ного 

ВОМП, м 

1 1,0035 1,7825 650 350 299068021 1013 –13 
20 1,0669 1,719 19685 315 299005707 20009 –9 
40 1,1337 1,6522 39725 275 298910990 40007 –7 
70 1,2338 1,5518 69800 200 298809984 69989 11 
90 1,3007 1,485 89855 145 298535402 89990 10 

130 1,4345 1,3512 129995 5 298926842 129950 50 
170 1,5684 1,2174 170150 –150 299102256 169992 8 
210 1,7025 1,0837 210320 –320 298883348 209975 25 
234 1,7833 1,0035 234470 –470 298861000 234026 –26 

Примечание. Погрешность оценки расстояний при моделировании составляет 60 м. 

 
Исследование показало 

(рис. 6, табл. 3), что ошибка ВОМП 
по разработанному методу не зави-
сит от расстояния до места повреж-
дения ЛЭП. 

Очевидно, что чем ближе к 
произошедшему повреждению 
будут выбраны координаты ранее 
зафиксированных повреждений 
ЛЭП, тем точнее будет проведена 
оценка скорости распространения 
электромагнитных волн и ВОМП 
ЛЭП. Следует отметить, что на 

величину сокращения ошибок оценок скорости волны будут влиять темпера-
турно-влажностные, погодные, а также сезонные и другие условия. 

Таким образом, данные аварийной статистики анализируемой ЛЭП мо-
гут быть применены для реализации процедуры адаптации двухстороннего 

Рис. 5. Сравнение погрешности  
двухстороннего метода  
и предлагаемого метода  
на примере ЛЭП 220 кВ 
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ВОМП к параметрам конкретной линии с уточнением скорости распростра-
нения электромагнитных волн. 

Выводы. 1. Алгоритмы устройств ВОМП, эксплуатирующихся предпри-
ятиями электрических сетей, обладают скоростными ошибками из-за неучета 
изменений скорости распространения электромагнитных волн вдоль ЛЭП. 

2. Целесообразно использование аварийной статистики для уточнения 
скорости волны и сокращения ошибок ВОМП ЛЭП на основе метода наи-
меньших квадратов. 

3. Разработанный метод усовершенствованного ВОМП ЛЭП обладает 
малыми ошибками, может быть внедрен в существующие, а также разраба-
тываемые устройства ОМП без модификации аппаратного обеспечения. 
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TRAVELLING WAVE PROPAGATION SPEED ESTIMATE  

IN POWER LINE FAULT LOCATION ISSUE 
Key words: power transmission lines, travelling wave fault location, travelling wave 
speed, least square method, fault location method errors. 
Double ended travelling wave fault location method used in the electrical network has 
significant errors due to changes in the electromagnetic waves propagation velocity. Ex-
periments on simulation of power lines had used. Travelling wave propagation speed es-
timate method based on previous damage fault location errors is described. The travel-
ling wave speed estimate made on excess information condition by using the least squares 
method. Develop method results have shown. An improved method allows reducing the 
errors in distance estimation to the damage. The developed method can be embedded into 
existing and future travelling wave method based fault location devices. 
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Г.П. ОХОТКИН 

СИНТЕЗ ЛОГИЧЕСКОГО УСТРОЙСТВА РЕЛЕЙНОЙ САР ТОКА  
ПРИ ДИАГОНАЛЬНОЙ КОММУТАЦИИ  

С ПООЧЕРЕДНЫМ ПЕРЕКЛЮЧЕНИЕМ КЛЮЧЕЙ  
МОСТОВОЙ СХЕМЫ ВЕНТИЛЬНОГО ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЯ 

Ключевые слова: релейная система автоматического регулирования (САР) тока, 
законы коммутации транзисторных ключей, вентильный преобразователь (ВП), 
синтез систем автоматического регулирования. 

Разработана методика синтеза логического устройства релейной системы авто-
матического регулирования тока при диагональной коммутации с поочередным 
переключением ключей мостовой схемы вентильного преобразователя, которая 
состоит из методики синтеза логического устройства релейной САР тока при 
диагональной коммутации ключей с переключением верхнего транзистора моста и 
методики синтеза схемы, обеспечивающей смену очередности переключения клю-
чей. Структурная схема смены очередности переключения ключей представлена в 
виде двух четырехканальных ключей, реализованных на логических элементах, и 
блока управления ключами, выполненного на основе счетчика по mod2 на Т-тригге-
ре. В ходе синтеза логического устройства получена схема, содержащая мини-
мальное количество логических элементов и элементов памяти. 

Благодаря простоте и надежности система автоматического регулирова-
ния (САР) тока, состоящая из релейного регулятора тока (РРТ), логического 
устройства (ЛУ), силовой схемы полупроводникового преобразователя элек-
троэнергии – вентильного преобразователя (ВП), якорной или статорной цепи 
электродвигателя и датчика тока (ДТ), находит широкое применение в регули-
руемых электроприводах (РЭП) переменного и постоянного токов. Обеспечение 
максимального быстродействия РЭП является важной задачей при управле-
нии высокодинамичными объектами. Динамические свойства САР тока опреде-
ляют динамические показатели электропривода в целом, поэтому синтез САР 
тока на предельное быстродействие является актуальной задачей.  

САР тока относится к нелинейным дискретным системам (кусочно-сшитым 
системам), синтез которых является сложной задачей, состоящей из нескольких 
этапов. На первом этапе разрабатывается математическая модель закона комму-
тации ключей мостовой схемы вентильного преобразователя. Существует мно-
жество различных законов коммутации транзисторных ключей моста (рис. 1, а). 
В работе [1] проведен анализ законов коммутации ключей мостовой схемы им-
пульсного преобразователя. При диагональной коммутации с поочередным пе-
реключением ключей управляющие импульсы подаются в противофазе и пооче-
редно на транзисторы диагонали моста (рис. 1, б). Например, на первом интерва-
ле дискретности управляющим является транзистор VT1 при постоянно откры-
том VT4, а на втором интервале дискретности наоборот – управляющим является 
транзистор VT4 при открытом VT1. Далее процесс поочередного управления 
транзисторами циклически повторяется. В результате этого суммарные потери 
мощности как на переключение транзисторов (динамические), так и статические 
потери мощности равномерно распределяются между транзисторами. При диа-
гональной коммутации с поочередным переключением ключей схема, представ-
ленная на рис. 1, а, может работать в режимах непрерывного (рис. 1, б) и преры-
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вистого токов (рис. 1, в). Однако ре-
лейная САР тока при диагональной 
коммутации ключей ВП работать в 
режиме прерывистого тока не может 
из-за имеющейся зоны нечувстви-
тельности релейного регулятора тока. 
Это ограничивает диапазон регули-
рования тока якоря ДПТ. 

В работе [2] разработана мате-
матическая модель диагонального 
закона коммутации ключей с пере-
ключением верхнего транзистора 
мостовой схемы вентильного преоб-
разователя. Модель представлена в 
виде таблицы переходов и выходов, а 
также в виде граф-схемы автомата. 
Математическая модель при диаго-
нальной коммутации с поочередным 
переключением ключей мостовой 
схемы вентильного преобразователя 
аналогична модели при диагональной 
коммутации с переключением верх-
него транзистора моста.  

На втором этапе осуществляет-
ся структурный синтез релейных 
регуляторов тока. В работе [3] раз-

работана методика синтеза релейного регулятора САР тока при диагональной 
коммутации с переключением верхних транзисторов мостовой схемы вен-
тильного преобразователя. Структурная схема САР тока, представленная на 
рис. 2, включает в себя: релейный регулятор тока, состоящий из трех релей-
ных элементов РЭ1-РЭ3, включенных в состав блока релейных элементов 
(БРЭ); релейный элемент РЭ4, задающий направление вращения двигателя 
постоянного тока (ДПТ); логическое устройство (ЛУ); ВП, выполненный по 
мостовой схеме на четырех транзисторах VT1-VT4 и обратных диодах VD1-
VD4; двигатель постоянного тока независимого возбуждения (M) и датчик 
тока (ДТ). 

 

 
Рис. 2. Структурная схема CAP тока 
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Структурная схема релейного регулятора тока при диагональной коммута-
ции с поочередным переключением ключей мостовой схемы вентильного преоб-
разователя аналогична структурной схеме регулятора при диагональной комму-
тации с переключением верхнего транзистора моста. Поэтому структурная схема 
САР тока при диагональной коммутации с поочередным переключением ключей 
моста проектируется на основе схемы, представленной на рис. 2.  

На третьем этапе производится 
структурный синтез логического уст-
ройства САР тока. В работе [4] разрабо-
тана методика синтеза логического уст-
ройства САР тока при диагональной 
коммутации ключей с переключением 
верхнего транзистора моста. В ходе 
синтеза структурного автомата получе-
на минимизированная схема логическо-
го устройства, представленная на рис. 3. 
Схема автомата состоит из двух частей: элементов памяти (RS-триггеров) и ком-
бинационной схемы, состоящей из инверторов и логических элементов И с тремя 
и двумя входами. RS-триггеры содержат прямой и инверсный выходы, что позво-
ляет в схеме ЛУ сократить число инверторов.  

В литературе вопросы проектирования логического устройства САР тока 
с диагональным поочередным переключением ключей мостовой схемы ВП не 
рассмотрены, поэтому синтез ЛУ САР тока является актуальной задачей. 

Целью данной работы является синтез ЛУ релейной САР тока с диаго-
нальным поочередным переключением ключей мостовой схемы ВП.  

Поставленная задача может быть решена введением схемы, обеспечи-
вающей смены очередности переключения ключей вентильного преобразова-
теля, между схемой логического устройства (рис. 2) и ключами ВП. При этом 
схема ЛУ (рис. 3) синтезированная для диагональной коммутации ключей 
ВП, остается неизменной и может быть использована для диагональной по-
очередной коммутации ключей ВП. Такой подход при решении поставленной 
задачи позволяет полностью воспользоваться методикой синтеза ЛУ при диа-
гональной коммутации ключей ВП [4] и требует разработки методики синте-
за схемы смены очередности включения ключей ВП. 

Для синтеза схемы, обеспечивающей смены очередности переключения 
ключей ВП, представим ее структурную схему в виде двух четырехканальных 
ключей и схемы управления ключами. Четырехканальные ключи обеспечивают 
поочередную подачу управляющих импульсов, сформированных ЛУ, на транзи-
сторы VT1 – VT4 мостовой схемы ВП. При диагональной коммутации с пооче-
редным переключением ключей управляющие импульсы на транзисторы ВП 
подаются по следующему алгоритму: для направления вращения «Вперед» – на 
первом интервале дискретности отпирающий импульс управления подается на 
VT1 при открытом VT4, а на втором интервале дискретности – на VT4 при от-
крытом VT1. Далее процесс поочередной подачи импульсов управления на тран-
зисторы VT1 и VT4 циклически повторяется. При вращении ДПТ «Назад» – на 
первом интервале дискретности отпирающий импульс управления подается на 
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транзистор VT2 при открытом VT3, а на втором интервале дискретности на VT3 
при открытом VT2. Такой алгоритм поочередного переключения ключей мате-
матически может быть описан уравнениями: 

 
,,
,,

ук1бэук4бэ4ук2бэук3бэ3

ук3бэук2бэ2ук4бэук1бэ1

UUUUVUUUUV
UUUUVUUUUV


    (1) 

где Uбэ1–Uбэ4 – сигналы, формируемые ЛУ; Uук – сигнал, формируемый схе-
мой управления ключами.  

Схемы управления ключами на первом интервале дискретности форми-
рует сигнал Uук = 1, на втором – Uук = 0, на третьем – Uук = 1 и т.д. 

Период следования импульсов управления верхними транзисторами Uбэ1 и 
Uбэ2 при диагональной коммутации ключей соответствует интервалу дискрет-
ности ВП. Поэтому формирование сигнала Uук проще всего выполнить с ис-
пользованием сигналов Uбэ1 и Uбэ2. Так, для направления вращения ДПТ «Впе-
ред» алгоритм формирования управляющих импульсов Uук может быть пред-
ставлен в виде Uук = Uбэ1 для нечетных интервалов дискретности и 1бэук UU   
для четных интервалов дискретности. Отсюда следует, что частота следования 
импульсов Uук в два раза меньше частоты следования импульсов Uбэ1. Про-
стейшим устройством, осуществляющим эту операцию, является счетчик по 
mod 2, выполненный на Т-триггере. Исходя из вышесказанного, алгоритм фор-
мирования сигнала Uук математически может быть представлено в виде 

 бэ21бэ UUU f  , fUUU 
укук ,   (2) 

где Uf – тактовый сигнал Т-триггера; Uук – выходной сигнал Т-триггера до изме-
нения состояния, 

укU  – выходной сигнал Т-триггера после изменения состояния.  
Действительно, из (2) следует, что при значении информационного сиг-

нала Т-триггера T = 1 и Uf = 1 следующее состояние Т-триггера укук UU  , т.е. 
состояния триггера 0 и 1 циклически изменяются при каждом изменении так-
тового сигнала Uf с 1 на 0.  

По выражениям (1) и (2) 
разработана логическая схема 
смены очередности включения 
ключей ВП (рис. 4). Схема со-
стоит из двух четерехканаль-
ных ключей, выполненных на 
восьми элементах 2И (AND1 – 
AND8) и четырех элементах 
2ИЛИ (OR2 – OR5), и блока уп-
равления ключами, выполнен-
ного на элементе 2И (OR1), Т-
триггере (TTR) и инверторе 
(INV). На информационный 
вход T-триггера подается сиг-
нал T = 1. При этом схема Т-
триггера работает в режиме 
простейшего счетчика по Рис. 4. Схема смены очередности  

включения ключей
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mod 2. Разработанная схема смены очередности включения ключей ВП содер-
жит минимальное количество логических элементов и один элемент памяти. 

Выводы. 1. В работе разработана методика синтеза логического устрой-
ства и схемы смены очередности включения ключей ВП САР тока при диаго-
нальной коммутации с поочередным переключением ключей. 

2. В ходе синтеза получена схема, содержащая минимальное количество 
логических элементов и элементов памяти. 
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G. OKHOTKIN 

THE SYNTHESIS OF LOGICAL DEVICES OF RELAY SYSTEMS  
OF AUTOMATIC CURRENT REGULATION WHEN DIAGONAL SWITCHING 

WITH ALTERNATE SWITCHING KEYS  
THE BRIDGE CIRCUIT RECTIFIER CONVERTER  

Key words: relay systems of automatic control current, switching laws of the transistor 
keys, valve motor drive, synthesis of automatic control systems.  
The developed method of synthesis of logical devices of relay systems of automatic cur-
rent regulation while diagonal switching with alternate switching keys the bridge circuit 
rectifier Converter, which consists of methods of synthesis of logical devices of relay SAC 
current when the diagonal switching of the key switches of the upper bridge transistor 
and methods of synthesis scheme provides a change to the sequence switching keys. 
Structural diagram of the shift sequence of the shift keys is presented in the form of two 
four-channel keys, implemented on the logical elements, and the control unit keys made 
on the basis of the counter by mod2 on the T-trigger. In the course of synthesis of logical 
devices obtained by the circuit containing the minimum number of logic elements and 
memory elements. 
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Г.П. ОХОТКИН 

МОДЕЛИРОВАНИЕ В MULTISIM  
СИСТЕМЫ АВТОМАТИЧЕСКОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ ТОКА  

ПРИ ДИАГОНАЛЬНОЙ КОММУТАЦИИ  
С ПООЧЕРЕДНЫМ ПЕРЕКЛЮЧЕНИЕМ КЛЮЧЕЙ  

МОСТОВОЙ СХЕМЫ ВЕНТИЛЬНОГО ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЯ 

Ключевые слова: моделирование, релейная система автоматического регулирова-
ния (САР) тока, вентильный преобразователь (ВП). 
Разработана модель релейной системы автоматического регулирования тока при 
диагональной коммутации с поочередным переключением ключей мостовой схемы 
вентильного преобразователя в Multisim. Модель САР тока реализована по синте-
зированной ранее структурной схеме на виртуальных электронных компонентах, 
размещенных в библиотеке Multisim. При этом выполнена гальваническая развязка 
цепей управления и силовой цепи преобразователя. Модель позволяет представить 
временные диаграммы работы всех элементов САР тока в реальном масштабе 
времени. В ходе моделирования работы САР тока в Multisim установлено, что 
разработанная модель полностью подтверждает достоверность полученных в 
ходе структурного синтеза результатов.  

При диагональной коммутации с поочередным переключением ключей 
мостовой схемы вентильного преобразователя (ВП) частота переключения 
ключа в два раза ниже, чем частота выходного напряжения ВП. Кроме того, 
динамические и статические потери мощности на переключение транзисто-
ров равномерно распределяются между переключающимися транзисторами. 
Благодаря этому релейная система автоматического регулирования (САР) 
тока при диагональной коммутации с поочередным переключением ключей 
мостовой схемы ВП находит широкое применение в регулируемых электропри-
водах и других системах силовой электроники.  

Структурный синтез релейной САР тока, являющейся нелинейной дис-
кретной системой, представляет собой сложную задачу, состоящую из не-
скольких этапов. В работах [1–4] разработана методика структурного синтеза 
релейной САР тока при диагональной коммутации с поочередным переклю-
чением ключей мостовой схемы ВП.  

Для проверки достоверности полученных в ходе структурного синтеза 
результатов осуществляется моделирование релейных САР тока в Multisim. 
Система моделирования Multisim является интерактивным эмулятором схем 
для их описания и тестирования за минимальное время, имитирующим работу 
релейной САР тока в реальном масштабе времени. В литературе вопросы мо-
делирования релейных САР тока в Multisim освещены недостаточно полно, 
поэтому данная задача является актуальной. 

Целью данной работы являются разработка в Multisim модели релейной 
САР тока при диагональной коммутации с поочередным переключением 
ключей мостовой схемы ВП и оценка достоверности полученных в ходе син-
теза результатов. 

Структурная схема релейной САР тока состоит из релейного регулятора то-
ка (РРТ), выполненного на трех релейных элементах РЭ1-РЭ3, релейного эле-
мента РЭ4, задающего направление вращения двигателя постоянного тока (ДПТ), 
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логического устройства (ЛУ), схемы смены очередности включения ключей 
(СОВК), вентильного преобразователя (ВП), выполненного по мостовой схеме 
на четырех транзисторах VT1–VT4 и обратных диодах VD1–VD4, якорной цепи 
двигателя постоянного тока независимого возбуждения и датчика тока (ДТ) [4]. 

Для моделирования релейной САР тока в Multisim выполним структурный 
синтез силовой схемы полупроводникового преобразователя, состоящей из схе-
мы вентильного преобразователя, якорной цепи ДПТ и датчика тока. При диаго-
нальной коммутации с поочередным переключением ключей мостовой схемы 
ВП датчик тока, преобразующий информацию о токе якоря ДПТ в сигнал обрат-
ной связи, должен быть включен в якорную цепь двигателя. При этом первичная 
и вторичная цепи датчика тока должны быть выполнены с гальванической раз-
вязкой. Для управления транзисторами моста могут быть использованы драйве-
ры как с гальванической развязкой, так и без гальванической развязки цепей 
управления и силовой схемы. Для определенности применим схему драйверов, 
выполненную на оптотранзисторе с индивидуальным источником питания [5]. 

Модель схемы ВП реализована на виртуальных полупроводниковых прибо-
рах, представленных идеальными транзисторами VT1–VT4 (рис. 1) и диодами 
VD1-VD4, соединенными в мостовую схему. Гальваническая развязка цепей 
управления и силовых транзисторов моста выполнена на четырех драйверах, со-
держащих четыре оптотранзистора VT11-VT44 и три источника питания U1–U3. 
Объединение эмиттеров транзисторов VT3 и VT4 в одну точку позволяет управ-
лять ими от одного источника питания U3. Питание мостовой схемы ВП осуще-
ствляется от источника постоянного напряжения Uвх. В диагональ моста, образо-
ванного транзисторными ключами, последовательно включены активно-
индуктивная нагрузка (Lя – Rя), моделирующая работу якорной цепи ДПТ и дат-
чик тока ДТ (ХСР1) с гальванической развязкой. Датчик тока выполнен на основе 
токового пробника, размещенного в библиотеке инструментов Multisim. Чувстви-
тельность ДТ соответствует 1 mv/mA, для сглаживания высокочастотных помех, 
снимаемых с датчика тока, используется RC-фильтр, выполненный на R1 и C1. 

Релейный регулятор тока, состоящий из трех релейных элементов РЭ1-
РЭ3 (рис. 1), реализован на виртуальных компараторах с идеальными релей-
ными характеристиками. Для формирования нижнего и верхнего порогов пе-
реключения транзисторов релейные характеристики элементов РЭ2 и РЭ3 
сдвигаются по оси абсцисс влево и вправо от начала координат. Величины 
смещения характеристик задаются значениями напряжений Uсм1 и Uсм2. 

Cхема логического устройства САР тока (рис. 1) состоит из инверторов 
INV1–INV3, RS–триггеров RS1 и RS2 и четырех логических элементов И (AND1–
AND4). Cхема смены очередности включения ключей ВП выполнена на восьми 
логических элементах И (AND1–AND8), пяти элементах ИЛИ (OR1–OR5), ин-
верторе INV4 и Т-триггере (TTR). С помощью интерактивного задатчика цифро-
вых сигналов на информационный вход Т-триггера подается логический сигнал 
Т = 1. Задающее воздействие Uзт формируется генератором XFG1. Контроль пе-
ременных в схеме САР тока осуществляется осциллографом XSC1. 

На рис. 2 представлены временные диаграммы работы модели релейной 
САР тока при диагональной коммутации с поочередным переключением ключей 
мостовой схемы ВП. На рис. 2, а приведены импульсы управления транзистора-
ми VT1 и VT4 моста. 
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На рис. 2, б представлен процесс отслеживания выходным сигналом Uот 
САР тока при подаче на вход прямоугольного сигнала задания тока Uзт = 6 В с 
частотой f = 100 Гц, а на рис. 2, в – при подаче синусоидального сигнала задания 
тока Uзт = 6 В с частотой f = 100 Гц.  

 

 
а 

 
б 

 
в 

Рис. 2. Временные диаграммы работы САР тока 
 

Временные диаграммы работы САР тока (рис. 2) подтверждают досто-
верность полученных в ходе структурного синтеза результатов. Разработан-
ная модель релейной САР тока сокращает материальные и временные затра-
ты на проектирование систем силовой электроники.  
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G. OKHOTKIN 

THE SIMULATION ON MULTISIM SYSTEM OF AUTOMATIC REGULATION 
OF THE CURRENT IN THE DIAGONAL WITH ALTERNATE SWITCHING  

OF THE SWITCHING KEYS  
OF THE BRIDGE CIRCUIT RECTIFIER CONVERTER 

Key words: modeling, relay systems of automatic control current, valve motor drive.  
The developed model of the relay system of automatic control of current in the diagonal 
with alternate switching of the switching keys of the bridge circuit rectifier Converter on 
Multisim. Model SAC current is implemented by synthesized earlier structural diagram of 
the virtual electronic components placed in the library of Multisim. When this is executed 
galvanic isolation of control circuit and power circuit of the Converter. The model allows 
to represent timing diagrams of the operation of all SAC elements current in real time. 
During the simulation of the SAC current on Multisim it is established that the developed 
model fully confirms the accuracy obtained in the structural synthesis results. 
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СОВРЕМЕННОЕ СОСТОЯНИЕ ЭЛЕКТРОФИЗИЧЕСКИХ МЕТОДОВ  
РАЗМЕРНОЙ ОБРАБОТКИ ОТВЕРСТИЙ МАЛОГО ДИАМЕТРА  
В ДЕТАЛЯХ ИЗ ХРУПКИХ НЕМЕТАЛЛИЧЕСКИХ МАТЕРИАЛОВ 

Ключевые слова: размерная обработка, калибровка, капиллярные отверстия, 
электроимпульсная технология, детали из хрупких неметаллических материалов.  
Проведен анализ существующих технологий размерной обработки отверстий ма-
лого диаметра в деталях из сверхтвердых и хрупких материалов. В результате ис-
следования выявлены недостаточная точность и качество обработки, необходи-
мость применения дорогостоящих сложных инструментов и оборудования, довод-
ки размеров и устранения шероховатости внутренней поверхности отверстий аб-
разивными материалами, при этом предъявляются высокие требования к квали-
фикации рабочих. Все это объясняет низкую продуктивность таких технологий. 
Кроме того, состояние существующих методов размерной обработки капилляр-
ных отверстий не позволяет в полном объеме механизировать и автоматизиро-
вать эти процессы. Предложена и экспериментально проверена технология изго-
товления отверстий заданного радиуса электроимпульсным методом, которая 
полностью исключает указанные недостатки. Разработана математическая мо-
дель процессов, происходящих при расширении капиллярных отверстий в диэлек-
трических материалах посредством импульсных дуг, в частности движения тем-
пературного фронта, созданного каналом дуги в теле капилляра. Результатом 
экспериментальных исследований явилось создание автомата, позволяющего ка-
либровать отверстия в заготовках микроинструмента, используемого для термо-
компрессионной сварки при автоматической сборке интегральных микросхем. 

В конструкциях современных изделий машино-, приборостроения, ядерной 
энергетики, самолето- и ракетостроения для повышения надежности выпускае-
мой продукции во все больших масштабах находят применение материалы, об-
ладающие высокими физико-механическими свойствами. Такими материалами 
является неметаллические трудно обрабатываемые материалы: ситталы, ферри-
ты, кварц, керамика, различные технические камни (например, искусственные 
сапфиры). Изделия из таких материалов перспективны и необходимы для реше-
ния важнейшей задачи обеспечения конкурентоспособности продукции на осно-
ве повышения долговечности, надежности и экономичности различных машин, 
механизмов, приборов и аппаратуры, их технологичности, упрощения конструк-
ций, что является необходимой базой повышения уровня автоматизации техно-
логических процессов. Особенностью вышеперечисленных материалов является 
их значительная твердость. Высокая абразивная способность твердых материа-
лов осложняет их обработку традиционным лезвийным инструментом (включая 
и твердосплавный). Несмотря на то, что детали из таких материалов имеют, как 
правило, весьма несложную (цилиндрическую или коническую) конфигурацию, 
обработка их обычными способами весьма затруднительна, так как связана с 
процессом хрупкого разрушения. 

Если вопросы формообразования наружных размеров таких деталей ре-
шены достаточно успешно с помощью алмазной шлифовки, то получение 
точных отверстий в этих материалах является очень трудоемкой операцией. В 
особой степени это касается калибровки отверстий особо малого диаметра – 
капилляров (d < 10–5–10–4 м).  
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В приборостроении для производства микроинструмента из неметалличе-
ских материалов, используемого для термокомпрессионной сварки при авто-
матической сборке интегральных микросхем, в настоящее время применяются 
керамика на основе Al2O3 и синтетические корунды. Эти материалы относятся 
к окисной керамике, которая обладает высокой прочностью при сжимающих и 
изгибающих усилиях и сохраняет ее до очень высоких температур. Это обстоя-
тельство определило применение такой керамики в качестве конструкционного 
материала для изготовления деталей, работающих на истирание при одновре-
менном нагреве. 

Общими свойствами для всех видов технической керамики, как уже от-
мечалось, являются их хрупкость и связанные с этим трудности механиче-
ской обработки, низкое значение предела прочности при ударных нагрузках. 
При этом, имея практически сравнимые характеристики по отдельным пара-
метрам, керамика несравнима по пористости с синтетическим корундом. 

Минимальная пористость рабочих поверхностей является одним из важ-
ных свойств, которым должны обладать, в частности, микроинструмент для 
термокомпрессионной сварки при производстве интегральных микросхем, 
микросборок полупроводниковых приборов, фильеры для протягивания осо-
бо тонких проволок и искусственных волокон и т.п. Содержащиеся в керами-
ке поры приводят к снижению прочности и преждевременному выходу инст-
румента из строя. Наличие пор на рабочих поверхностях способствует увели-
чению трения скольжения протягиваемой проволоки по материалу инстру-
мента, их взаимной адгезии и закупорке капиллярного отверстия. Понятно, 
что отсутствие или уменьшение количества изъянов на внутренней поверхно-
сти капиллярных отверстий повысило бы их качественные показатели. Соз-
дание высокоэффективных методов обработки керамических материалов 
представляет одну из сложнейших задач современного машиностроения. 

На практике в настоящее время применяются различные технологии вы-
полнения отверстий малого диаметра в труднообрабатываемых неметалличе-
ских материалах.  

Известны различные неэлектрические методы размерной обработки. Ос-
новным методом получения высокоточных поверхностей деталей из техниче-
ской керамики и синтетических корундов является шлифование [7]. Обрабаты-
ваемость керамических материалов определяется следующими факторами: ме-
ханическими свойствами керамики, зависящими от условий и параметров спе-
кания, жесткостью технологической системы и режимами резания. 

Одна из существующих технологий (рис. 1) основана на том, что начальное 
капиллярное отверстие в керамических заготовках 1 при прессовании формиру-
ются знаками 2 соответствующих форм и размеров. Затем керамика запекается, 
освобождается от знака, отверстие вскрывается по линии А – Б, после чего внут-
ренние полости шлифуются и калибру-
ются с помощью вольфрамовых прово-
лок соответствующих диаметров алмаз-
ными пастами и суспензиями. Этот ме-
тод обработки, во-первых, малопроизво-
дителен, так как: 1) требует нескольких 
этапов расширения отверстия до требуе-
мого диаметра и в связи с этим – боль-

Рис.1. Формирование заготовки 
из керамики 



Вестник Чувашского университета. 2016. № 1 

. 

78

ших временных и трудовых затрат на процессы заправки проволок; 2) скорость 
съема материала ограничена. 

Во-вторых, он требует высокой квалификации рабочих и не всегда при-
водит к желаемому результату – шероховатость внутренней поверхности и 
округлость отверстий не удовлетворяют предъявляемым требованиям.  

Исследования показали наличие в поверхностном слое прошлифованных 
образцов дефектного слоя, обладающего повышенной вязкостью и пониженной 
хрупкостью [8]. В случае образца, у которого полированием удален внешний 
дефектный слой, предельная глубина сколообразования t2, в случае же шлифо-
ванных образцов она складывается из глубины дефектного слоя t1, материал ко-
торого в большей мере склонен к вязкому пластическому течению, нежели к 
хрупкому разрушению, и глубины внедрения в исходный материал t3, соответст-
вующей t2 для полированного образца. Из этих соображений была определена 
глубина дефектного слоя t1 = t3 – t2, которая составила в среднем 10 мкм. 

Загрязнение абразивными материалами внутренней поверхности обраба-
тываемой детали требует дополнительных затрат труда, времени и материа-
лов для промывки отверстий, например, этиловым спиртом в ультразвуковой 
ванне. Кроме того, задача калибровки таким способом усложняется тем об-
стоятельством, что диаметры калибруемых отверстий должны быть значи-
тельно меньше 1 мм. 

Алмазное сверление также является одним из наиболее популярных су-
ществующих методов механической обработки отверстий в хрупких твердых 
неметаллических материалах [3]. Существует несколько десятков конструк-
ций алмазных сверл, предназначенных для обработки отверстий в широком 
интервале диаметров и глубин [12]. Алмазное сверление – напряженный вид 
шлифования, особенностью которого является полный контакт режущей час-
ти инструмента с обрабатываемой деталью в замкнутом объеме. Для осуще-
ствления алмазного сверления всегда существует необходимость применения 
не только специальных инструментов в зависимости от вида отверстий, обра-
батываемых материалов, но и создания условий для охлаждения сверл и уда-
ления шлама из зоны обработки.  

Кроме того, алмазные сверла требуют правки для получения максималь-
ной режущей способности при установке новых сверл, для восстановления 
режущих свойств сверла, устранения биения сверла, обеспечения необходи-
мой точности сверла по диаметру.  

Диапазон скоростей резания, рекомендуемых при эксплуатации алмазно-
го инструмента, достаточно широк (1–30 м/с). С ростом скорости резания 
уменьшается удельный съем материала, приходящийся на каждое работаю-
щее алмазное зерно и, как следствие, уменьшается шероховатость поверхно-
сти. Однако для алмазного сверления, характеризующегося тем, что режущие 
поверхности алмазных сверл находятся в постоянном контакте с обрабаты-
ваемым материалом, рекомендуются нижние значения скоростей этого диа-
пазона. При сверлении керамики, рубина и лейкосапфира рекомендуемая 
производительность сверления составляет 1–2 мм/мин [3, 9]. При чрезмерном 
увеличении скорости резания возникают вибрации (как абсолютные, так и 
относительные), резко падает стойкость сверл, ухудшается качество обработ-
ки, увеличиваются сколы и их число. 
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Более производительным по сравнению с алмазным сверлением способом 
формообразования поверхностей деталей из твердых и хрупких материалов 
является ультразвуковая размерная обработка [5]. Ультразвуковая обработка – 
это воздействие ультразвука (обычно с частотой 15–50 кГц) на вещества в тех-
нологических процессах. Для ультразвуковой обработки применяют техноло-
гические аппараты с электроакустическими излучателями. Отношение глуби-
ны отверстия (толщины материала) к его диаметру является мерой качества 
получения тонких отверстий. Оно составляет не более 2:1 при обычном свер-
лении и не более 4:1 – при ультразвуковом методе, используемом при сверле-
нии рубина и других тугоплавких материалов [11]. Это обстоятельство весьма 
ограничивает область применения этих видов обработки отверстий. 

После ультразвуковой прошивки отверстий также требуется доводка для 
более точной калибровки и достижения необходимой шероховатости поверх-
ности с помощью внутреннего шлифования. 

Исходя из проведенного обзора используемых в настоящее время не-
электрических методов калибровки напрашивается вывод о том, что все они 
обладают существенными недостатками, к которым относятся: высокая тру-
доемкость; недостаточная чистота обрабатываемой поверхности, что требует 
применения дополнительных технологических операций; особые требования 
к качеству рабочего инструмента и высокому уровню квалификации рабочих.  

Особого внимания заслуживают электрофизические методы обработки 
отверстий, которым не свойственны перечисленные выше недостатки меха-
нических способов. 

К электрофизическим методам обработки (ЭФМО) относятся различные 
по схемному решению и назначению методы, основанные на использовании 
электрической энергии или специфических физических явлений, создаваемых 
этой энергией, для удаления материала или формообразования обрабатывае-
мой заготовки [13, 17]. К ЭФМО непроводящих материалов можно отнести 
электроимпульсную и светолучевую (лазерную) обработки.  

Лазерное сверление широко применяется не только для особо твердых ма-
териалов, но и для материалов, отличающихся повышенной хрупкостью [16]. В 
процессе освоения лазерной технологии сверления капиллярных отверстий в 
рубиновых заготовках [18] решалась также проблема, связанная с растрескива-
нием заготовок при воздействии на них лазерного излучения. Поэтому выбор 
режима работы лазера, обеспечивающего целостность заготовок при обработке 
отверстий в них до каждого конкретного диаметра, имеет решающее значение. 

В отдельных случаях при обработке рубина происходило искажение 
продольной формы отверстия, как правило, в конечной его части. Кроме того, 
при лазерном сверлении имеет место неперпендикулярность отверстия к тор-
цу заготовки, которая может быть вызвана в некоторых случаях наклонным 
падением излучения. Поэтому для обработки каждого нового изделия требу-
ется тщательная юстировка оптического резонатора лазера, которая позволя-
ет избежать этого искривления. 

Основной же причиной неперпендикулярности отверстий в заготовках из 
синтетических или природных монокристаллических материалов является 
неперпендикулярность торцевых поверхностей этих заготовок их оптической 
оси. Устранение этого недостатка крайне затруднительно и требует высокого 
уровня квалификации оператора. 
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Для получения отверстий заданного диаметра применяется также элек-
тронно-лучевая обработка [6, 19]. Обработка хрупких материалов (стекла, 
керамики, рубина, алмаза и др.) имеет свои особенности, связанные с харак-
тером разрушения материала в зоне электронно-лучевого воздействия. В 
процессе электронно-лучевого нагрева возникают механические факторы, 
обусловливающие растрескивание и вынос вещества в виде осколков. Таким 
образом, одним из основных недостатков данного метода является нагрев 
всего образца, а также, как следствие, изменение структуры его вещества, что 
не всегда благоприятно сказывается на качестве изделия. Кроме того, взаи-
модействие электронного пучка с продуктами выброса (смесью пара и кон-
денсата) в объеме канала приводит к тому, что непрерывно действующий пу-
чок электронов периодически рассеивается на стенках канала. 

Перечисленные недостатки снижают эффективность применения данно-
го метода обработки для изготовления точных отверстий малого диаметра. 
Требуется высококвалифицированный персонал для доводки каждого отвер-
стия до нужных диаметров и качества поверхности, как правило, механиче-
скими способами. 

Из приведенного выше обзора и на основании анализа существующих 
технологий изготовления точных отверстий малого диаметра в труднообра-
батываемых, хрупких, неметаллических материалах можно сделать следую-
щие выводы: 

1. Механическая обработка (сверление) таких материалов малопроизводи-
тельна, требует высокой квалификации рабочих, не всегда удовлетворяет предъ-
являемым требованиям точности и качества обработки, связана с применением 
дорогостоящих и сложных инструментов и оборудования, требует доводки раз-
меров и внутренней поверхности отверстий абразивными материалами. 

2. Применение многих существующих электрофизических методов обра-
ботки таких материалов при современных требованиях к качеству и точности 
калибруемых отверстий, повышению производительности труда затруднено 
из-за необходимости включения в технологический процесс операций шли-
фования и полирования поверхностей. 

3. Состояние рассмотренных методов размерной обработки капиллярных 
отверстий не позволяет полностью механизировать и автоматизировать эти 
процессы.  

Этих недостатков можно избежать, используя в качестве «инструментов» 
импульсные электрические дуги. Подобная технология описана в [19], но для 
калибровки микроотверстий в металлических (медь, титан, тантал) деталях. 

Метод размерной обработки отверстий малого диаметра в деталях из 
хрупких неметаллических материалов разработан в Чувашском государст-
венном университете [2] и описан в работах [10, 14].  

Для реализации поставленных задач прежде всего была определена 
принципиальная возможность применения импульсной дуги для расширения 
отверстий малого диаметра в труднообрабатываемых диэлектрических мате-
риалах. Для этой цели была создана экспериментальная лабораторная уста-
новка, блок-схема которой изображена на рис. 2. 
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Установка состоит из 
трех блоков: зарядного 
устройства ЗУ, генератора 
импульсов тока ГИТ, блока 
поджига БП. Разрядный 
промежуток (РП) пред-
ставляет собой двухэлек-
тродную систему типа «иг-
ла – плоскость». В данной 

системе «иглой» служит знак, на который надевается исследуемая заготовка. 
Для определения принципиальной возможности применения электроим-

пульсной технологии для калибровки отверстий малого диаметра в диэлек-
трических труднообрабатываемых материалах в качестве экспериментальных 
образцов использовались керамические заготовки микроинструмента КТ-3 
[4]. Каждый образец предварительно исследовался под микроскопом МБС-10 
или фотографировался на установке ММР-2Р. Производился замер вскрытого 
отверстия и обследовалось состояние торцевой поверхности заготовки. Затем 
образец устанавливался в разрядный промежуток, обрабатывался импульс-
ным разрядом, после чего производилось измерение диаметра полученного 
отверстия. Результаты некоторых из этих измерений сведены в табл. 1. 

Таблица 1 

Результаты обработки образцов импульсными разрядами 

№ 
образца 

Число 
разрядов 

Результаты замеров, мкм 
начальный размер конечный диаметр 

1 
5

+10 
+5

22,5
30 

37,5

30 
37,5 
47 

2 
5

+5 
+5

22,5
30 
35

30 
35 
37 

3 5 30 37,5 
4 10 20 50 
5 10 25 45 

 
На рис. 3 приведены характерные фотографии.  
Из данных измерений и сравнения с результатами калибровки отверстий ме-

ханическим способом, а также по характерным фотографиям был сделан вывод о 
принципиальной возможности и перспективности применения новой импульсной 
технологии для расширения отверстий во вскрытых заготовках из труднообраба-
тываемых материалов, целесообразности продолжения исследований в данном 
направлении с целью установления количественных закономерностей. 

В связи с необходимостью проектирования промышленного образца бы-
ла разработана математическая модель процессов, происходящих при расши-
рении капиллярных отверстий в диэлектрических материалах посредством 
импульсных дуг, в частности движения температурного фронта, созданного 
каналом дуги в теле капилляра [15]. 

Экспериментальная проверка полученных в [10, 15] соотношений прово-
дилась при калибровке отверстий в заготовках микроинструмента из синте-
тического корунда «Рубин-10» ГОСТ 22029-76. Исходя из начальных (до воз-

Рис. 2. Блок-схема лабораторной установки
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действия) размеров отверстий (l =10–3 м; r0 = 1210–6 м), допустимых значений 
тока – до 150 А и напряжения – до 25 кВ, индуктивность разрядного контура  
выбрана равной 1 мкГн, емкость конденсаторов ЕНЭ – 44010–12 Ф. Ограни-
чения по току определялись максимально допустимым газокинетическим 
давлением на стенки капиллярного отверстия, а по напряжению – размером 
разрядного промежутка и ограничением по току. 

 

 
Результатом экспериментальных исследований явилось создание автома-

та, позволяющего калибровать отверстия в заготовках микроинструмента. 
Общий вид автоматической установки показан на рис. 4. 

 
Установка состоит из обрабатывающей станции и системы контроля ка-

чества отверстий. Обрабатывающая станция 3 включает в себя систему авто-
матической подачи заготовок и высоковольтное устройство. Система контро-
ля качества отверстий состоит из измерительного и микропроцессорного 
управляющего устройств. 

Измерительное устройство представляет собой видеомикроскоп, состоя-
щий из оптической части 1, телевизионной камеры 2, видеомонитора 4 и 
электронного блока обработки измерительной информации и представления 

Рис. 4. Автоматическая установка калибровки 
капиллярных отверстий 

а б в
Рис. 3. Характерные фотографии: 

а – вскрытое капиллярное отверстие (d = 2410–6 м);  
б – отверстие, откалиброванное электроимпульсным методом (d = 6010–6 м); 
в – отверстие, откалиброванное традиционным способом (d = 4510–6 м) 
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результатов измерения в цифровом виде на экране монитора. Устройство оп-
ределяет величины диаметров отверстия по двум взаимно перпендикулярным 
направлениям и выводит информацию на экран монитора одновременно с 
изображением измеряемого отверстия.  

Работой установки можно управлять, набирая определенные команды на 
клавиатуре, которая находится на обрабатывающей станции. 

Установка позволяет увеличить производительность при улучшении каче-
ства отверстий. Если при обработке по традиционной технологии норма вре-
мени на изготовление одного отверстия диаметром 60 мкм равна 27 мин, то 
при электрофизической калибровке производительность составляет 3 отвер-
стия того же диаметра в 1 мин при стопроцентном контроле изделий. Поверх-
ность отверстия керамической заготовки после теплового воздействия им-
пульсных дуг остекловывается, пористость практически отсутствует. 
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I. REZYUKOV, L. REZYUKOVA  

THE MODERN STATE OF ELECTROPHYSICAL METHODS  
DIMENSIONAL TREATMENT OF SMALL HOLES IN DETAILS  

OF THE BRITTLE NON-METALLIC MATERIALS 

Key words: dimensional processing, calibration, capillary holes, electric pulse technolo-
gy, parts made of brittle nonmetallic materials. 
The existing technology of dimensional processing of small-diameter holes in parts made 
of superhero and brittle materials has been analyzed. As a result insufficient precision 
and quality of processing, the need to use expensive and sophisticated tools and equip-
ment, tweaking of sizes and elimination of roughness of the inner surface of the holes by 
abrasive materials, with high requirements to skilled workers have been revealed. This 
explains the low productivity of these technologies. In addition, the existing methods of 
dimensional processing of capillary holes make it possible to mechanize and automate 
these processes. Technology of producing holes of given radius by electric pulse method 
has been proposed and experimentally tested, which eliminates these drawbacks. The ma-
thematical model of the processes occurring during the expansion of the capillary holes 
in dielectric materials by means of pulsed arcs, movement of the temperature front 
created by the arc channel in the body of the capillary in particular, has been developed. 
The result of experimental research was the creation of automatic system, allowing to ca-
librate holes in micro tool blanks used for term compressive welding in automatic assem-
bly of integrated circuits. 
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Л.Э. РОГИНСКАЯ, А.С. ГОРБУНОВ 

ОСНОВНЫЕ ПАРАМЕТРЫ ИНДУКТОРОВ  
КОМПЛЕКСНЫХ ЭЛЕКТРОТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ УСТАНОВОК 

ДЛЯ ИНДУКЦИОННОГО НАГРЕВА  
С ДОБАВОЧНЫМИ ПРОВОДЯЩИМИ СРЕДАМИ С ПРОРЕЗЯМИ 

Ключевые слова: индукционный нагрев, индукционная установка, электротехноло-
гическая установка, индуктор, добавочная проводящая среда, прорезь, электро-
магнитное поле, магнитное поле, электрическое поле, плотность тока. 
Рассмотрены конструкции комплексных электротехнологических установок с ин-
дукторами с добавочными проводящими средами с прорезями и без для индукцион-
ного нагрева деталей. Разработана математическая модель, позволяющая рас-
считывать основные параметры этих установок и области их рациональных ве-
личин. Путем расчетов ряда вариантов устройств доказаны целесообразность и 
эффективность использования данной модели. Приведены графики распределения 
напряженности магнитного, электрического поля и плотности тока, полученные 
по результатам исследований. 

1. Описание комплексных электротехнологических установок с ин-
дукционным нагревом. В настоящее время в связи с развитием установок 
для индукционного нагрева широко применяются разнообразные конфигура-
ции нагреваемых деталей, включая нагрев для термообработки, плавки, за-
калки, пайки, нанесения покрытий на поверхность и т.д. 

Для достижения требуемых показателей обрабатываемой поверхности 
деталей используется комплекс индукторов определенной конструкции, сре-
ди которых можно отметить как цилиндрические многовитковые, одновитко-
вые, индукторы с магнитопроводами для нагрева под закалку плоских по-
верхностей, индукторы с добавочной проводящей средой: индукторы-
трансформаторы, индукторы-концентраторы, индукторы для нагрева деталей 
в холодном тигле [1, 5, 9], индукторы для обеспечения нанесения защитных 
покрытий на изделия [3] и др. 

Одними из наиболее перспективных типов индукторов являются индукто-
ры с промежуточной проводящей средой [1–3, 5–9], внутри которой находятся 
нагреваемые детали. Среди таких комплексов особое место занимают устрой-
ства с прорезями (воздушными промежутками) в такой среде, в качестве кото-
рых могут быть как зазоры между трубками водоохлаждаемого тигля [5], так и 
прорези, сделанные вдоль стального полого цилиндра, представляющего собой 
добавочную проводящую среду, для повышения энергетических показателей 
устройств с обеспечением более полного проникновения электромагнитного 
поля индуктора к термообрабатываемым изделиям [7] и т.д. 

В случаях, когда по требованиям технологических процессов необходи-
мо обеспечение герметичности добавочной проводящей среды, данная про-
резь может быть закрыта диэлектрическим жаропрочным материалом. 

В [3] приведена и описана схема одного из вариантов комплексной элек-
тротехнологической установки с индуктором с промежуточной проводящей 
средой. На рис. 1 показана фотография одной из секций такого индуктора, 
разработанного и изготовленного при непосредственном участии авторов [2]. 
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Рис. 1. Индуктор с добавочной проводящей средой (секция) 

В литературе приводятся сведения о конструкции, принципе работы ряда 
установок с указанными выше индукторами [1, 4, 5, 9], однако практически 
отсутствуют сведения о математическом моделировании и расчете основных 
параметров комплексов для индукционного нагрева с добавочной средой с 
прорезями. 

Определение основных параметров и областей их рациональных значе-
ний представляет собой важную научно-техническую задачу, поскольку по-
зволит разрабатывать новые комплексные установки с промежуточными сре-
дами с прорезями с учетом влияния последних на параметры электромагнит-
ного поля индуктора, поскольку использование прорезей, как показали пре-
дыдущие исследования [7], значительно влияет на показатели таких уст-
ройств. На основе математической модели значительно облегчаются и уточ-
няются расчет и проектирование этих комплексных электротехнологических 
установок с индукционным нагревом. 

2. Математическая модель комплексных электротехнологических 
установок с добавочными проводящими средами с прорезями. Авторами 
разработана математическая модель рассматриваемой установки, позволяю-
щая рассчитывать основные параметры электромагнитного поля, плотность 
тока, а также определять основные рациональные параметры устройств. Рас-
четная схема комплекса показана на рис. 2. 

На рис. 2 приведены: 1 – катушка индуктора, 2 – прорезь, 3 – цилиндр, 4 – 
термообрабатываемая заготовка, RИ – внутренний радиус катушки индуктора, 
R1 – наружный радиус промежуточной проводящей среды, R2 – внутренний ра-
диус цилиндра, RД – внешний радиус термообрабатываемой заготовки. 

Для упрощения расчетов ограничимся наличием одной прорези в мате-
риале цилиндра. 

Допущения, принимаемые при исследовании электромагнитных процес-
сов и разработке математической модели, соответствуют принимаемым в 
предыдущих исследованиях [7–9]. Однако при моделировании работы ком-
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плексов с прорезями в добавочных средах 
следует особо отметить следующие допу-
щения [7]: 

1. Ширина прорези δп очень мала и для 
расчетов принимается равной нулю. 

2. Высота прорези hп (толщина ци-
линдра) намного меньше его высоты. 

3. Значение напряженности магнитного 
поля на внешней и внутренней поверхностях 
добавочной проводящей среды равны. 

4. Параметры электромагнитного поля 
и плотность тока не изменяются скачкооб-
разно при переходе из одной области в 
другую (индуктор – воздушный промежу-

ток – промежуточная среда – воздушный промежуток – термообрабатываемая 
заготовка). 

Выражение для напряженности магнитного поля индуктора [7] в мате-
риале добавочной проводящей среды с прорезями 
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где с1, с2 – постоянные; J0 – функция Бесселя первого рода, нулевого порядка; 
N0 – функция Бесселя второго рода, нулевого порядка; R – радиус цилиндра, м; 
Δ – глубина проникновения тока в материал добавочной проводящей среды, м. 

В данном выражении, в отличие от известных работ, важное значение имеет 
задача определения постоянных с1 и с2 при различных параметрах индуктора, 
промежуточной проводящей среды и разных частотах. Эти постоянные опреде-
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магнитного поля и плотности тока на границах сред: полый цилиндр–воздух [9]. 
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где нарmH – напряженность магнитного поля на наружном радиусе добавоч-

ной проводящей среды, А/м; внутрmH – напряженность магнитного поля на 
внутреннем радиусе добавочной проводящей среды, А/м. 

В рассматриваемом случае внутрнар mm HH   . 

Напряженность электрического поля и плотность тока в материале про-
межуточной среды [8, 9] определяются выражениями 

 ;
R

HΕ m
m

d

d 
   (3) 

Рис. 2. Схема индуктора  
с добавочной проводящей средой  

с прорезью 
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где ρ – удельное сопротивление материала добавочной проводящей среды, 
Ом·м. 

Уравнения (1)–(4) при различных параметрах цилиндра и различных час-
тотах были решены в относительных единицах с помощью пакетов Mathcad и 
Mathematica, результаты приведены на рис. 3–8. 

 

 
а 

 
б 

Рис. 3. Распределение напряженности магнитного поля  
в цилиндре с наружным диаметром 0,5 м:  

а – при частоте 50 Гц; б – при частоте 250 Гц 
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Как видно из графиков на рис. 3–8, напряженность электромагнитного по-
ля и плотность тока сильно изменяются по радиусу добавочной среды. В пре-
дыдущих работах [2, 3, 6] было установлено, что при значительных размерах 
цилиндра и высокой частоте значительно снижается величина напряженности 
магнитного поля, например, при частоте 50 Гц, внешнем диаметре свыше 1,2 м 
и толщине стенки свыше 20 мм ослабление составляет более 60%. В рассмот-
ренном на рис. 3, а случае при частоте 50 Гц, наружном диаметре добавочной 
среды 0,5 м и толщине стенки 100 мм в случае отсутствия прорезей снижение 
напряженности магнитного поля составляет около 89%. При применении час-
тоты 250 Гц поле практически полностью (рис. 3, б) затухает в полом цилиндре 
и в результате не достигает нагреваемых деталей. Использование добавочной 
среды (рис. 3, а, б) позволяет, как видно из данных графиков, не только увели-
чить напряженность магнитного поля в середине толщи цилиндра (например, 
при частоте 50 Гц на участке R = 0,45 м напряженность магнитного поля в от-
носительных единицах равна 0,92 и 0,47, соответственно, для случаев с проре-
зями и без прорезей), но и выравнять значения напряженности магнитного по-
ля на внешнем и внутреннем радиусах промежуточной среды, т.е. происходит 
эффективное проникновение электромагнитного поля внутрь цилиндра, тем 
самым обеспечивается возможность рационального индукционного нагрева 
заготовок, находящихся внутри добавочной среды. 

 

 
Рис. 4. Распределение напряженности магнитного поля  
в промежуточной среде с наружным диаметром 0,5 м  

и толщиной стенки 100 мм без прорезей 
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Рис. 5. Распределение напряженности магнитного поля  

в добавочной среде с наружным диаметром 0,5 м и толщиной стенки 100 мм с прорезями 

 
Рис. 6. Распределение напряженности электрического поля и плотности тока  

в цилиндре с наружным диаметром 0,5 м и толщиной стенки 100 мм 
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Рис. 7. Распределение напряженности магнитного поля в промежуточной среде  

с наружным диаметром 0,3 м и толщиной стенки 50 мм без прорезей 

 
Рис. 8. Распределение напряженности магнитного поля в добавочной среде  

с наружным диаметром 0,3 м и толщиной стенки 50 мм с прорезями 
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На рис. 4, 5 построено семейство кривых напряженности магнитного по-
ля, определенных для комплексных электротехнологических установок с до-
бавочными проводящими средами с наружным диаметром 0,5 м, толщиной 
стенки 100 мм при частотах 50, 100, 250, 500, 750 Гц с прорезями и без проре-
зей. Из графиков видно, что с ростом частоты для устройств без прорезей на-
пряженность магнитного поля на внутреннем радиусе значительно снижает-
ся. При частоте 50 Гц напряженность магнитного поля на внутренней по-
верхности добавочной проводящей среды составляет 28% от значения на 
внешней поверхности цилиндра (рис. 4). При частотах 500 Гц и выше напря-
женность магнитного поля на внутреннем радиусе добавочной проводящей 
среды становится практически равной нулю. 

Однако, как видно из рис. 5, при использовании промежуточной среды с 
прорезями напряженность магнитного поля на внутренней поверхности поло-
го цилиндра, как и в предыдущем случае на рис. 3, становится равной напря-
женности на наружной поверхности добавочной среды, а также увеличивает-
ся значение напряженности магнитного поля в середине толщи цилиндра. 
Например, при частоте 100 Гц на участке R = 0,2 м напряженность магнитно-
го поля в относительных единицах равна 0,78 и 0,4, соответственно, для слу-
чаев с прорезями и без них. 

На рис. 6 получено семейство графиков распределения модулей напряжен-
ности электрического поля и плотности тока по сечению добавочной среды с 
наружным диаметром 0,5 м, толщиной стенки 100 мм с прорезями при частотах 
400, 500 и 750 Гц. Как можно отметить, напряженность электрического поля и 
плотность тока снижаются по модулю до нуля от наружного диаметра к середи-
не толщи цилиндра, а затем у данных параметров меняется знак и, как видно из 
рис. 6, они возрастают по модулю до исходного значения. При этом при пони-
жении частоты с 750 до 400 Гц спад, а также возрастание напряженности элек-
трического поля и плотности тока происходят практически линейно. 

На рис. 7, 8 построено семейство кривых напряженности магнитного поля, 
определенных для комплексных электротехнологических установок с добавоч-
ными проводящими средами с наружным диаметром 0,3 м, толщиной стенки 
50 мм при частотах 50, 100, 250, 500, 750 Гц с прорезями и без них. 

Аналогично с предыдущими случаями видно значительное ослабление 
напряженности магнитного поля на внутреннем радиусе цилиндра для ци-
линдров без прорезей. При частоте 50 Гц напряженность магнитного поля на 
внутренней поверхности добавочной проводящей среды составляет 68% от 
значения на внешней поверхности цилиндра (рис. 7). Повышение частоты 
приводит к значительному снижению напряженности магнитного поля на 
внутреннем радиусе промежуточной среды. Например, при частоте 750 Гц 
снижение данной напряженности составляет 88%. 

Из рис. 8 видно, что, как и для предыдущих вариантов цилиндров, при-
менение прорезей в добавочной проводящей среде значительно улучшает по-
казатели электромагнитного поля, обеспечивающего нагрев деталей внутри 
данного цилиндра. В данном случае напряженность магнитного поля на 
внутренней поверхности промежуточной среды становится равна напряжен-
ности на наружном радиусе добавочной среды. Кроме того, при частотах до 
100 Гц практически не происходит снижения величины напряженности маг-
нитного поля внутри толщи цилиндра. 
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Выводы. 1. Авторами разработана математическая модель комплексной 
электротехнологической установки с добавочными проводящими средами с 
прорезями. Путем расчетов ряда вариантов данных устройств было установ-
лено, что созданная методика позволяет с высокой точностью определять ос-
новные параметры таких комплексов, а также находить области их рацио-
нальных значений. 

2. Как показали исследования, применение добавочной проводящей сре-
ды с прорезями позволяет решить проблему затухания электромагнитного 
поля в электротехнологических установках с индукционным нагревом с про-
межуточными проводящими средами, например, в установках с индукцион-
ным нагревом для нанесения защитных покрытий при различных параметрах 
добавочных проводящих сред как на промышленной, так и на повышенной 
частотах. Таким образом, можно сказать, что такие конструкции промежу-
точных проводящих сред являются концентраторами электромагнитного по-
ля, так как позволяют сконцентрировать поле внутри цилиндра для эффек-
тивного нагрева находящихся там деталей, в отличие от установок с полыми 
цилиндрами без прорезей. 

3. Изменение параметров добавочных проводящих сред и частоты в уста-
новках с прорезями приводит к изменению величины напряженности магнит-
ного поля в середине толщи цилиндра, но на внутренней поверхности всегда 
сохраняется значение, равное напряженности на внешней поверхности проме-
жуточной среды, что говорит о высокой эффективности такого способа улуч-
шения показателей рассматриваемых комплексных электротехнологических 
установок с индукционным нагревом с добавочными проводящими средами. 

4. Напряженность электрического поля и плотность тока в добавочной 
проводящей среде изменяются от исходного значения на ее внешней поверх-
ности до нуля в середине толщи цилиндра, а затем возрастают до первона-
чального значения при достижении внутренней поверхности промежуточной 
проводящей среды. При небольших частотах (400 Гц и менее) такое сниже-
ние и повышение значений указанных параметров имеют практически ли-
нейный характер, что позволяет удобно для дальнейших расчетов и с высо-
кой точностью представить данные изменения прямыми линиями. 
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L. ROGINSKAYA, A. GORBUNOV 

THE MAIN PARAMETERS OF INDUCTORS  
OF COMPLEX ELECTROTECHNOLOGICAL SYSTEMS  

FOR INDUCTION HEATING WITH ADDITIONAL CONDUCTING MEDIUMS 
WITH SLOTS 

Key words: induction heating, induction system, electrotechnological system, induc-
tor, additional conducting medium, slot, electromagnetic field, magnetic field, electric 
field, current density. 

We considered constructions of complex electrotechnological systems with inductors 
with additional conducting mediums with slots and without slots for induction heating 
of details. The mathematical model allowing to calculate main parameters of these in-
stallations and areas of their efficient values is developed. We proved feasibility and 
efficiency of use of this model by calculations of a number of variants of devices. The 
diagrams of distribution of magnetic intensity, electric intensity and current density 
received by results of researches are provided. 
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А.С. СТЕКЛОВ, А.В. СЕРЕБРЯКОВ, В.Г. ТИТОВ 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ СТЕПЕНИ РАБОТОСПОСОБНОСТИ  
СУДОВЫХ СИНХРОННЫХ ГЕНЕРАТОРОВ  

С ПРИМЕНЕНИЕМ ИСКУССТВЕННЫХ НЕЙРО-НЕЧЕТКИХ СЕТЕЙ 

Ключевые слова: искусственная нейронная сеть, синхронный генератор, диагно-
стирование, степень работоспособности. 
Задача разработки систем диагностики судовых энергетических установок является 
актуальной для обеспечения безопасности мореплавания. Одним из путей решения за-
дачи является применение искусственных нейронных сетей. Впервые предложен ком-
плексный подход к определению степени работоспособности судовых синхронных ге-
нераторов на основе искусственных нейронных сетей. Полученные результаты могут 
быть основой для создания новой системы прогнозирования технического состояния 
судовых синхронных генераторов на основе нейронных сетей. 

Надежность, экономичность и безопасность функционирования судна в 
значительной степени определяется уровнем эксплуатационной надежности 
электрооборудования силовой электроэнергетической установки (ЭЭУ) (син-
хронные генераторы (СГ), гребные электродвигатели, трансформаторы, пре-
образователи частоты). Поэтому представляется целесообразным оценить 
степень работоспособности и спрогнозировать дальнейшую эксплуатацию в 
первую очередь СГ, от уровня технического состояния которого зависит ра-
ботоспособность установки в целом [4]. 

Современные адаптивные системы на базе таких инструментов искусст-
венного интеллекта (ИИ), как искусственные нейронные сети (ИНС) и нечет-
кая логика (HЛ), способны решить эту проблему благодаря способностям к 
обучению, запоминанию и аппроксимации входных данных [1]. 

Для реализации процесса нечеткого моделирования предлагается ис-
пользовать соответствующую библиотеку нечеткой логики (Fuzzy Logic 
Toolbox) из пакета MatLab. 

Для решения задачи контроля работоспособности СГ необходимо опре-
делить параметры, характеризующие состояние генератора. Самыми инфор-
мативными параметрами для определения неисправностей синхронного гене-
ратора являются сопротивление изоляции (Riz), мощность активная (P), мощ-
ность реактивная (Q), температура обмотки статора (tstat), температура об-
мотки ротора (trot), температура подшипника (tpodch), вибрация генератора 
(vibracia) [2]. 

Для определения степени работоспособности СГ построим две модели 
нечеткого вывода: 

 определение степени работоспособности электрической части; 
 определение степени работоспособности неэлектрической части. 
В модели экспертной системы для определения степени работоспособно-

сти электрической части СГ входными переменными являются сопротивле-
ние изоляции (Riz), мощность активная (P), мощность реактивная (Q). Выход-
ной переменной является степень работоспособности электрической части 
синхронного генератора [5]. 
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На рис. 1 представлена структурная схема определения степени работо-
способности электрической части синхронного генератора.  

 
Рис. 1. Структурная схема определения работоспособности  

электрической части синхронного генератора:  
Riz – сопротивление изоляции; P – мощность активная; Q – мощность реактивная;  

Stepen rabotosposobnosti electrich chasti generatora (выходная переменная) – степень  
работоспособности электрической части СГ; Rabotosposobnost generatora electrich (mamdani) – 

нечеткая система Мамдани – Заде  
 

Рассмотрим подробно каждый этап создания нейросетевой модели. 
Фаззификация входных параметров. Процесс задания нечёткого мно-

жества на основе известного количественного значения признака называется 
фаззификацией, или приведением к нечёткости. Фаззификация – это также 
процесс нахождения значений функций принадлежности нечётких множеств 
на основе обычных (не нечётких) исходных данных. Фаззификация позволяет 
представить объективно присутствующую неточность результатов физиче-
ских измерений. 

На этапе фаззификации значения входных параметров приводятся в со-
ответствии с их нечеткими лингвистическими переменными с последующим 
выбором закона изменения функции принадлежности. 

Лингвистическую оценку значения переменных P и Q будем произво-
дить с помощью пяти термов: {«Очень низкое», «Ниже нормы», «Норма», 
«Выше нормы», «Очень высокое»}, а переменной Riz – с помощью трёх 
{«Очень низкое», «Ниже нормы», «Норма»}. 

Формирование функций принадлежности. При формировании функ-
ций принадлежности следует стремиться к тому, чтобы степени принадлеж-
ностей границ интервала крайним термам были равны единице. В этом слу-
чае выполняется естественное правило, заключающееся в том, что чем мень-
ше (больше) значение переменной, тем в большей степени оно соответствует 
крайнему терму «Очень низкий» («Очень высокий») [3, 6]. 

Поэтому функции принадлежности крайних термов были заданы трапе-
циевидной функцией принадлежности. 

Для всех остальных термов был задан треугольный закон изменения 
функции принадлежности. Функции принадлежности являются нормальными 
(нормированными), принимающими значения в интервале от 0 до 1.  

На рис. 2 представлен график функции принадлежности «Сопротивление 
изоляции».  

Выходная переменная «Степень работоспособности электрической части 
синхронного генератора», оцениваемая от 0 до 100 (где 0 – минимальное зна-
чение, 100 – максимальное значение степени работоспособности электриче-
ской части синхронного генератора). Функции принадлежности выходной 
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переменной «Степень работоспособности электрической части СГ» пред-
ставлены на рис. 3. 

 

 

Рис. 2. Функции принадлежности переменной  
«Сопротивление изоляции» (Riz)  

 

 

Рис. 3. Функции принадлежности выходной переменной  
«Степень работоспособности электрической части СГ» 

 

Формирование нечётких логических правил. Причинно-следственные 
связи между значениями параметров и определенным интервалом степени 
работоспособности формализуются в виде совокупности нечётких логиче-
ских правил. Формат базового правила вывода «если – то» (if – then) называ-
ется нечёткой импликацией. Условием правила может быть утверждение 
«Низкое Riz», где «Низкое» – терм, заданный нечётким множеством на уни-
версальном множестве лингвистической переменной Riz. Следствием (заклю-
чением) для данного условия может быть «Состояние генератора – 0». 

Нечёткая база знаний c информацией о зависимости «Значение парамет-
ров – значение степени работоспособности электрической части СГ» содер-
жит лингвистические правила. 

Правила задаются экспертами на основе субъективных предпочтений о 
причине неисправности и не носят случайного характера. Информация может 
быть представлена в форме правил нечетких продукций. На рис. 4 представ-
лен фрагмент базы правил. 

Анализ нейросетевой модели выполняется посредством визуализации 
поверхности нечеткого вывода. Поверхность системы нечеткого вывода 
представлена на рис. 5. 
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Рис. 4. Просмотр базы правил 

 

 
Рис. 5. Поверхность системы нечеткого вывода 

 
Поверхность системы нечеткого вывода позволяет установить зависи-

мость значений выходной переменной от значений входных переменных не-
четкой модели. Кроме того, имеется возможность установления зависимости 
выходной переменной от одной из входных переменных. 

В модели экспертной системы для определения степени работоспособно-
сти неэлектрической части СГ входными переменными являются четыре пара-
метра: температура обмотки статора (tstat), температура обмотки ротора (trot), 
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температура подшипника (tpodch), вибрация генератора (vibracia); выходной 
переменной – степень работоспособности неэлектрической части синхронного 
генератора. 

На рис. 6 представлена структурная схема определения степени работоспо-
собности неэлектрической части синхронного генератора. 

 
Рис. 6. Структурная схема определения работоспособности  

неэлектрической части синхронного генератора:  
tstat – температура статора; trot – температура ротора;  

tpodch – температура подшипника; vibracia – вибрация генератора;  
Stepen rabotosposobnosti neelecrich chasti generatora (выходная переменная) –  

степень работоспособности неэлектрической части СГ;  
Rabotosposobnost generatora neelectrich (mamdani) – нечеткая система Мамдани – Заде 
 
Лингвистическую оценку значения переменных будем производить с по-

мощью пяти термов: {«Очень низкое», «Ниже нормы», «Норма», «Выше нор-
мы», «Очень высокое»}. 

Выходная переменная «Степень работоспособности неэлектрической 
части синхронного генератора» оценивается от 0 до 100 (где 0 – минимальное 
значение, 100 – максимальное значение степени работоспособности неэлек-
трической части синхронного генератора). 

Создадим нечёткую базу знаний с информацией о зависимости «Значе-
ние параметров – значение степени работоспособности неэлектрической час-
ти СГ», содержащую лингвистические правила. 

Для получения степени работоспособности генератора в целом приме-
ним обобщенную степень работоспособности, которая задается как среднее 
геометрическое степеней работоспособности объекта: 

ܴܵ ൌ ඥܴܵэлчастьܴܵнеэлчасть, 
где SR – степень работоспособности СГ в целом; ܴܵэлчасть, ܴܵнеэлчасть –
степени работоспособности электрической и неэлектрической частей СГ. 

Математическая модель вычисления работоспособности синхронного 
генератора приведена на рис. 7. 

В качестве динамической системы принимается синхронный генератор в 
условиях эксплуатации, для которого определено понятие состояния как со-
вокупности некоторых параметров в данный момент времени. Входными пе-
ременными X1, X2, …, XN, где N – число диагностируемых параметров, явля-
ются значения, полученные с датчиков системы диагностирования.  

Система вычисляет активную и реактивную мощности, значения пара-
метров подаются на нечёткие контроллеры, вычисляются работоспособности 
отдельно для электрической и неэлектрической частей. Затем определяется 
общая степень работоспособности синхронного генератора.  



Вестник Чувашского университета. 2016. № 1 

. 

102

 

Ри
с.

 7
. В

ы
чи
сл
ен
ие

 с
те
пе
ни

 р
аб
от
ос
по
со
бн
ос
ти

 с
ин
хр
он
но
го

 г
ен
ер
ат
ор
а 
в 

M
at

la
b 

S
im

ul
in

k 



Электротехника и энергетика 

. 

103

Выводы. Предложен комплексный подход к определению степени рабо-
тоспособности судовых синхронных генераторов на основе искусственных 
нейронных сетей. Разработана структурная схема определения работоспособ-
ности электрической и неэлектрической частей СГ. Получена поверхность 
системы нечеткого вывода, позволяющая установить зависимость значений 
выходной переменной от значений входных переменных нечеткой модели. 
Разработана математическая модель вычисления степени работоспособности 
СГ. Полученные результаты могут быть основой для создания новой системы 
прогнозирования технического состояния судовых синхронных генераторов 
на основе нейронных сетей. 
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A. STEKLOV, A. SEREBRYAKOV, V. TITOV 

DETERMINATION OF DEGREE OF USE  
OF SHIP SYNCHRONOUS GENERATORS WITH THE USE  

OF ARTIFICIAL NEURO-FUZZY NETS 

Key words: artificial neural network, a synchronous generator, diagnosis, degree of effi-
ciency. 
The task of development of  marine power units diagnostic systems is rather acute for ensuring 
safety of navigation. One of the ways of solving the problem is the usage of artificial neural 
networks. For the first time a comprehensive approach to the determination of the degree of ef-
ficiency of ship synchronous generators based on artificial neural networks is offered. The ob-
tained results can be the basis for the creation of a new forecasting system of the technical 
condition of marine synchronous generator based on neural networks. 
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М.И. ТОШХОДЖАЕВА 

АНАЛИЗ ПОВРЕЖДЕНИЙ  
ВОЗДУШНЫХ ЛИНИЙ ЭЛЕКТРОПЕРЕДАЧ 35-220 КВ  

НА ПРИМЕРЕ СОГДИЙСКОЙ ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ СЕТИ 

Ключевые слова: надежность, линии электропередач, электроснабжение, меро-
приятия. 
В работе произведена оценка надежности линий различного класса напряжений, 
приведена характеристика воздушных линий электропередач (ВЛЭП) и динамика 
количества отключений по годам за 2009–2013 гг., представлено распределение 
параметра потока отказов. Выявлены причины отказов воздушных линий элек-
тропередач. Приведены рекомендации по повышению надежности линий. 

Основной задачей электроэнергетики является снабжение потребителей 
электроэнергией высокого качества в необходимом количестве. Даже при 
самом качественном проектировании, строительстве и эксплуатации ВЛЭП 
возникает ряд случайных процессов, которые становятся причиной прекра-
щения подачи электроэнергии потребителям либо снижения качества постав-
ляемой электроэнергии. Под непредвиденными случайными процессами по-
нимают не только технологические нарушения, но и нарушения, связанные с 
такими природными факторами, как сильный ветер, дождь, резкое колебание 
температуры окружающей среды и т.д. 

Развитие электроэнергетики требует непрерывного анализа и разработки 
новых, более современных, методов оптимизации с тем, чтобы удовлетворить 
растущие потребности страны в электроэнергии с наименьшими эксплуата-
ционными затратами. 

Оценка и выбор средств оптимального обеспечения надежности электро-
энергетической системы являются важными проблемами на современном 
уровне развития электроэнергетики, решению которых посвящены работы за-
рубежных [3] и отечественных учёных [2]. Однако вопросы оценки и выбора 
средств оптимального обеспечения надёжности ВЛЭП 35-220 кВ в специфиче-
ских климатических условиях Республики Таджикистан, в частности Согдий-
ской области, не нашли своего решения. 

Надёжность электроэнергетической системы определяется надёжностью 
её отдельных элементов, таких как генерирующие агрегаты, линии электро-
передач, коммутационные аппараты, устройства защиты и автоматики и т.д. 
Надёжность любой системы характеризуют безотказностью, долговечностью, 
ремонтопригодностью и сохраняемостью её элементов. 

Для оценки и управления уровнем надёжности в зарубежных странах 
применяют такие методы, как публичный контроль, государственные стан-
дарты, стимулирующие схемы, контракты по надёжности и т.д. Основными 
показателями надежности линий электропередач в США и Европейских 
странах являются [1, 4]: 

 SAIDI (System Average Interruption Duration Index) – индекс средней 
длительности отключений по системе; 

 SAIFI (System Average Interruption Frequency Index) – индекс средней 
частоты отключений по системе; 
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 CAIDI (Customer Average Interruption Duration Index) – индекс средней 
продолжительности отключений одного потребителя; 

 MAIFI (Momentary Average Interruption Frequency Index) – индекс 
средней частоты кратковременных отключений; 

 ENS (Electricity not supplied) – недоотпуск электроэнергии. 
В отличие от зарубежных стран в государствах СНГ основными показа-

телями надёжности являются SAIDI (System Average Interruption Duration In-
dex) – индекс средней длительности отключений по системе, SAIFI (System 
Average Interruption Frequency Index) – индекс средней частоты отключений 
по системе и ENS (Electricity not supplied) – недоотпуск электроэнергии. 

Как показывают исследования [1, 2], самыми ненадёжными элементами 
электроэнергетической системы являются воздушные линии электропереда-
чи, так как на ВЛЭП кроме эксплуатационных факторов существенное влия-
ние оказывают природные факторы. 

Исходя из вышеприведённого автором произведён анализ повреждаемо-
сти ВЛЭП 35-220 кВ. По данным службы надёжности и техники безопасно-
сти (СН и ТБ) СогдЭС основные характеристики ВЛЭП приведены в табл. 1. 

Таблица 1 

Характеристики воздушных линий электропередач напряжением 35-220 кВ  
Согдийской электрической сети 

Наименование ВЛЭП 

По данным 01.01.2014 По данным 01.01.2015 
протяженность 
двух цепных 
реверсивных  
ВЛЭП, км

протяженность 
двух цепных 
ВЛЭП, км 

протяженность 
двух цепных 
реверсивных 
ВЛЭП, км

протяженность 
двух цепных 
ВЛЭП, км 

ВЛЭП-220 кВ 438,13 349,1 438,13 349,1 
Металлические опоры 280,45 210,32 280,45 210,32 
Железобетонные опоры 157,6 138,73 157,6 138,73 
ВЛЭП-110 кВ 839,21 557,99 848,66 575,58 
Металлические опоры 410,45 253,39 421,09 259,27 
Железобетонные опоры 428,76 304,6 427,57 315,81 
ВЛЭП-35 кВ 605,29 524,14 652,195 568,29 
Металлические опоры 320,91 287,51 305,26 305,26 
Железобетонные опоры 320,91 287,51 260,122 212,4 
Деревянные опоры 32,9 32,9 50,43 50,43 
Итого 1882,62 1431,23 1938,985 1492,773 

 

Как видно из табл. 1, в распределительных сетях 35-220 кВ в основном 
преобладают металлические конструкции опор. Это связано с тем, что в спе-
цифических условиях эксплуатации ВЛЭП Согдийской области и при нали-
чии агрессивных сред (солевые бури) железобетонные опоры быстро теряют 
свои физико-механические свойства. Увеличение протяжённости ВЛЭП 35-
110 кВ обусловлено тем, что в 2014 г. сданы в эксплуатацию новые ВЛЭП. 

Для определения показателей надёжности ВЛЭП и исследования законов 
распределения отказов производился сбор статистических данных об аварий-
ных отключениях линий напряжением 35-220 кВ за период 2009–2013 гг. На 
рис. 1 приведена среднегодовая динамика аварийных отключений линий на-
пряжением 35-220 кВ по годам. 

Как видно из рис. 1, для линий напряжением 35-220 кВ характерно нали-
чие нескольких максимумов и параметр потока отказов линий электропере-
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дач напряжением 35 кВ значи-
тельно выше. Это обусловлено 
тем, что элементы ВЛЭП-35 кВ 
эксплуатируются более 20-45 
лет и они морально и физически 
устарели, требуется замена от-
дельных элементов линий. В 
общем случае параметр потока 
отказов ВЛЭП 35-220 кВ значи-
тельно выше нормативного зна-
чения. Это положение объясня-
ется влиянием многочисленных 
факторов на надёжность работы 
ВЛЭП, особенно относительно 
низким уровнем технической 
эксплуатации. 

Фактический параметр потока отказов можно определить по формуле [2]: 

 ,100отк
р 

l
n

  

где nотк – количество фактических отказов за год; l – протяженность линии, км. 
Для оценки показателей надёжности ВЛЭП отказы разделены на устой-

чивые и самовосстанавливающиеся. Сравнение параметров потока отказов 
воздушных линий СогдЭС с нормативными данными произведено согласно 
стандарту РД 34.20.5741. При расчёте и сравнении параметра потока отказов 
учитываются только устойчивые отказы, неустойчивые отказы характеризу-
ются с помощью коэффициента учёта устойчивых отказов. 

Фактические значения коэффициентов учёта устойчивых отказов за от-
чётный период по сравнению их с нормативными данными, согласно [2], 
приведены в табл. 2. 

Таблица 2 

Коэффициент учёта устойчивых отказов за отчётный период 

Номинальное 
напряжение Uн, кВ

ωсум/ωуст 
норматив 

ωсум/ωуст фактический
2009 2010 2011 2012 2013 

35 7,0 48/38 1,26 55/39 1,41 43/31 1,38 47/36 1,3 44/31 1,42 
110-150 13,0 20/14 1,42 14/7 2 18/13 1,38 25/15 1,66 23/14 1,64 
220-330 10,0 15/9 1,66 20/3 6,6 20/5 4 24/7 3,43 28/11 2,55 
 
Сравнение количества отказов ВЛЭП 35-220 кВ Согдийской области 

Республики Таджикистан с нормативными данными приведено в табл. 3. 
Как видно из табл. 3, количество отказов ВЛЭП намного выше норма-

тивного значения. Это положение связано с тем, что элементы ВЛЭП экс-
плуатируются свыше 35-40 лет. Кроме того, на ВЛЭП влияют такие природ-
ные факторы, как дождь, снег, сильный ветер и т.д. Интенсивное изменение 
климата также влияет на надёжность ВЛЭП. На рис. 2 приведены распреде-
ление отказов по месяцам 2009–2013 гг. в зависимости от класса напряжения. 

                                                      
1 РД 34.20.574 Показатели надёжности элементов энергосистем и работы энергоблоков с паро-
турбинными установками. URL: http://standartgost.ru/g/РД94_34.20.574. 
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Таблица 3 

Сравнение количества отказов ВЛЭП СогдЭС с нормативными данными  
за отчётный период с 2009 г. по 2013 г. 

Uном, 
кВ Материал опор Число 

цепей 

ω*, 
отказ/год
на 100 км 
норматив

L, длина 
линий, км

ωр, отказ/год 
фактические 

2009 2010 2011 2012 2013 

35  Металлические 2 1,06 524,14 7,25 7,44 5,91 6,86 7,44 
110 Железобетонные 2 1,01 557,99 2,5 1,25 3,22 2,69 2,51 
220  Металлические 2 0,5 324,4 1,65 0,92 4,62 4,62 5,24 

 

 
а 

 
б 

 
в 

Рис. 2. Распределение количества отказов ВЛЭП 35-220 кВ  
Согдийской электрической сети по месяцам:  

а – линии электропередачи напряжением 110 кВ;  
б – линии электропередачи напряжением 35 кВ;  
в – линии электропередачи напряжением 220 кВ 
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Как видно из рис. 2, распределение отказов ВЛЭП имеет сезонный ха-
рактер и в основном преобладают устойчивые отказы. Для линий электропе-
редач напряжением 110 кВ максимум отказов приходится на май, а для линий 
35 и 220 кВ имеют место два максимума, соответствующие летнему и зимне-
му периодам. Частично наличие двух максимумов обусловлено ограничением 
потребления электроэнергии в осенне-зимний период. Это положение усу-
губляют условия эксплуатации элементов, что приводит к снижению физико-
механических свойств ВЛЭП, следовательно, к снижению надёжности их 
эксплуатации. Основные причины отказов и их соотношения представлены 
на диаграммах рис. 3. 

 
а 

 
б 

 
в 

Рис. 3. Причины отказов ВЛЭП 35-220 кВ Согдийской электрической сети: 
а – линии электропередачи напряжением 110 кВ;  
б – линии электропередачи напряжением 35 кВ;  
в – линии электропередачи напряжением 220 кВ 
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Для устранения влияния названных причин отказов ВЛЭП необходимо 
предпринять следующие меры: 

 для уменьшения отказов функционирования устройств релейной защи-
ты и автоматики, которые в основном обусловлены физическим старением 
коммутационных аппаратов и низким классом точности (более 60%) прибо-
ров систем измерения, телемеханики и системной автоматики, необходимо 
заменить устаревшие устройства защиты и автоматики на более современные 
и повысить квалификацию обслуживающего персонала;  

 для учета влияния погодных условий, которые обусловлены аномаль-
ным изменением климата в связи со строительством различных искусствен-
ных водохранилищ, развитием промышленности и составляют почти треть 
причин отказов ВЛЭП, необходима разработка новых и замена старых конст-
рукций опор и несущих конструкций ВЛЭП, соответствующих новым усло-
виям эксплуатации; 

 для устранения отказов от перекрытия ВЛЭП перелетными птицами 
необходимо на стадии проектирования разрабатываемых ВЛЭП предусмат-
ривались «птицезащитные» устройства и согласовать трассы прохождения 
ВЛЭП с зонами пролета птиц. 

Таким образом, на основании анализа повреждаемости ВЛЭП 35-220 кВ 
Согдийских электрических сетей можно сделать следующие выводы: 

1. Достаточно высокий уровень устойчивых отказов свидетельствует об 
относительно низком уровне технической эксплуатации ВЛЭП Согдийской 
электрической сети, снижении квалификации обслуживающего персонала и 
невыполнении предусмотренных нормативными документами плановых ме-
роприятий и ремонтов в полном объеме. 

2. Превышение потока самовосстанавливающихся отказов, наличие чет-
ко выраженных весенних и осенних максимумов указывают на влияние кли-
матических и экологических факторов. 

3.  Немаловажное значение имеют загрязнения изоляторов пыльной сме-
сью перелетными птицами. Необходимо применение новых типов изоляторов 
на основе изучения зарубежного опыта. 

4. Относительно высокий уровень среднегодовой частоты плановых и 
внеплановых отключений ВЛЭП приводит к росту эксплуатационных затрат, 
следовательно, к снижению уровня надёжности электроснабжения Согдий-
ских электрических сетей. 

Для повышения надёжности ВЛЭП 35-220 кВ Согдийской энергосисте-
мы необходимо внедрить следующие мероприятия: 

1. Необходимо повысить уровень квалификации технического персона-
ла по обслуживанию устройств РЗ и А путём организации и прохождения 
ими специальных курсов. 

2. Существующее оборудование эксплуатируется более 50 лет с частич-
ной заменой отдельных элементов, что указывает на необходимость коренной 
реконструкции сетей 35-220 кВ. 

3. Требуется разработать концепцию развития с учетом климатических 
особенностей и алгоритм управления надёжностью региональных электриче-
ских сетей 35-220 кВ с целью повышения их надёжности. 
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ЗАДАЧА ОЦЕНКИ ЗАЩИЩЕННОСТИ  
ИНФОРМАЦИОННЫХ СИСТЕМ ПЕРСОНАЛЬНЫХ ДАННЫХ 

Ключевые слова: оценка защищенности, информационная система персональных 
данных, критерии оценки, классификационный и формальный подходы. 
Предложены результаты аналитического обзора современных подходов, методов и 
моделей оценки защищенности информационных систем. Рассмотрены основные 
этапы реализации процесса оценки защищенности, предложена структурная схема 
этапов оценки. Рассмотрены виды структурных моделей системы защиты инфор-
мационных систем. Проанализированы современные программные комплексы оценки 
рисков информационной безопасности, выявлены их достоинства и недостатки.  

Современные условия глобализации, увеличение количества электрон-
ных ресурсов, информационных баз, информационно-коммуникационных 
систем, в которых содержится конфиденциальная информация о гражданах, 
актуализируют задачу обеспечения защиты персональных данных. В соответ-
ствии с Федеральным законом № 152-ФЗ «О персональных данных» все ор-
ганизации обязаны обеспечить безопасность обрабатываемых персональных 
данных, причем реализовать меры защиты, соответствующие категории за-
щищаемой информации и классу информационных систем персональных 
данных (ИСПДн). Важной задачей является корректная оценка уровня защи-
щенности ИСПДн в условиях постоянно меняющегося состава угроз и веро-
ятности их реализации. Необходимость такой оценки возникает при анализе 
защищенности информационных систем с целью выработки стратегических 
решений при построении оптимальной системы защиты. Своевременно выяв-
ленные уязвимости комплекса средств защиты ИСПДн помогут предотвра-
тить риски нарушения конфиденциальности, целостности и доступности за-
щищаемых персональных данных. 

Оценка уровня защищенности информационной системы является одним 
из важных этапов разработки, а также модернизации комплексной защиты 
объекта информатизации. Задача оценки защищенности ИСПДн может быть 
рассмотрена как частный случай задачи оценки защищенности информаци-
онных систем. Отличие заключается лишь в том, что состав и содержание 
мероприятий по защите ИСПДн в Российской Федерации регламентируются 
законодательством, а также руководящими документами Федеральной служ-
бы по техническому и экспортному контролю РФ (ФСТЭК) и Федеральной 
службы безопасности (ФСБ)1.  

                                                      
1 О персональных данных: Фед. закон от 27 июля 2006 г. № 152-ФЗ. Доступ из справ.-прав. 
системы «КонсультантПлюс»; Базовая модель угроз безопасности персональных данных при 
их обработке в информационных системах персональных данных: руководящий документ (утв. 
ФСТЭК России 15.02.2008 г.). Доступ из справ.-прав. системы «КонсультантПлюс». 
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При осуществлении оценки уровня защищенности ИСПДн возникают 
проблемы, связанные со следующими факторами: 

 многообразие существующих нормативно-правовых документов, рег-
ламентирующих порядок обработки данных, состав и содержание организа-
ционно-технических мероприятий по защите информационных ресурсов для 
информации различного уровня конфиденциальности; 

 отсутствие в нормативно-правовых документах количественных крите-
риев оценки защищенности информационных систем персональных данных; 

 сложность, многокомпонентность структуры оцениваемой информа-
ционной системы персональных данных; 

 условия неопределенности и недостаточные знания об угрозах и веро-
ятности их реализации для заданной информационной системы; 

 постоянно меняющаяся статистика инцидентов информационной 
безопасности, в том числе киберугроз, возникающих в результате подключе-
ния к сети Интернет. 

Реализация оценки защищенности информационной системы персональ-
ных данных представляет собой совокупность этапов, показанных на рисунке. 

 
Схема этапов оценки защищенности ИСПДн 

Цель оценки может быть различной и определяется заказчиком оценки 
защищенности, это может быть нахождение соответствия уровня защищен-
ности ИСПДн установленным критериям в регламентирующих документах, 
необходимость совершенствования системы защиты и т.д.  

На начальном этапе процесса оценки определяют вид оценки: независи-
мая или самооценка. Независимая оценка должна быть проведена специаль-
ной группой, члены которой независимы от объекта оценки (лицензиаты). 
Заказчик оценки принимает участие в экспертной части процесса оценки, 
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обеспечивает взаимодействие. Это позволяет учесть специфику оцениваемой 
информационной системы, обеспечить достоверность результатов оценки. 
Самооценка выполняется организацией самостоятельно с целью снижения 
рисков безопасности либо при модернизации системы защиты ИСПДн. 

Критерии оценки позволяют установить конкретные значения, характе-
ризующие защищенность информационной системы. В качестве критериев 
оценки защищенности могут использоваться требования руководящих доку-
ментов к безопасности информационных систем. Существуют как междуна-
родные, так и отечественные стандарты, содержащие требования к безопас-
ности информационных ресурсов. Международный стандарт ISO 15408 «Об-
щие критерии оценки безопасности информационных технологий» содержит 
критерии оценки средств защиты программно-технического уровня. Общие 
критерии определяют функциональные требования безопасности и требова-
ния к адекватности реализации функций безопасности. Международный 
стандарт ИСО/МЭК 27001, который был подготовлен для того, чтобы пре-
доставить модель для создания, внедрения, эксплуатации, постоянного кон-
троля, анализа, поддержания в рабочем состоянии и улучшения Системы ме-
неджмента защиты информации [2]. 

В России используется руководящий документ Гостехкомисии России 
«Автоматизированные системы. Защита от НСД к информации. Классификация 
АС и требования по защите информации», ГОСТ Р ИСО/МЭК 15408-1-2002 
«Информационная технология. Методы и средства обеспечения безопасности. 
Критерии оценки безопасности информационных технологий», а также нацио-
нальный стандарт РФ ГОСТ РО 0043-003-2012 «Защита информации. Аттеста-
ция объектов информатизации. Общие положения».  

Для реализации оценки защищенности информационных систем исполь-
зуются следующие методы: метод экспертных оценок, метод категорирова-
ния, формальный метод, риск-ориентированный метод [1], оценка по эконо-
мическим показателям, лингвистический подход на основе теории нечетких 
множеств [4] и др.  

Среди множества подходов существуют два основных подхода к оценке 
защищенности информационных систем: первый – классификационный [6], 
основанный на анализе соответствия классов сертифицированных средств 
защиты, применяемых на объекте, требованиям руководящих документов к 
данному классу информационной системы. Такой подход подразумевает про-
ведение исследования исходной защищенности ИСПДн и проводится в про-
цессе аттестации объекта информационной безопасности. Данный подход не 
дает количественного результата оценки защищенности, а только заключение 
о соответствии или несоответствии.  

Второй подход – формальный [7], основанный на построении математиче-
ских (формализованных) моделей объекта защиты и исследовании защищенно-
сти в соответствии с выбранными критериями и показателями для построен-
ных моделей. Используемые критерии являются качественными, но не количе-
ственными. Для получения количественной оценки защищенности информа-
ционных систем используются вероятностные методы. Затруднительность ста-
тистического анализа данных при оценке защищенности вызвана необходимо-
стью анализа большого количества признаков качественной природы, таких 
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как частота реализации угроз, отсутствие прогноза времени действия угроз, 
модель нарушителя, модель объекта, величина возможного ущерба и т.п. 

Назначение математической модели заключается в создании представле-
ния объекта в виде совокупности взаимосвязанных функциональных моду-
лей, для которых проводятся анализ уязвимостей, оценка состояния средств 
защиты, расчет вероятности реализации угроз безопасности для каждого мо-
дуля и для системы в целом [3].  

Для проведения оценки защищенности информационных систем наи-
большее распространение получили следующие общие модели: 

 общая математическая модель системы защиты информационных сис-
тем отражает процесс защиты как процесс взаимодействия источников угроз 
и средств защиты, препятствующих действию этих угроз; 

 обобщенная модель системы защиты информационной системы ото-
бражает основные процессы, осуществляемые в ней с целью оптимизации 
защиты и рассматриваемые как процессы распределения и использования 
ресурсов ее защиты; 

 модель общей оценки угроз связана с оценкой возможного ущерба от 
реализации угроз безопасности, для нее характерен критерий экономической 
эффективности средств защиты; 

 модель анализа разграничения доступа к информационным ресурсам ха-
рактерна для решения задач анализа и синтеза механизмов разграничения досту-
па к различным видам информационных ресурсов информационной системы. 

В рамках формального подхода наибольшее распространение получила 
структурная модель системы защиты информационных систем [7]. Данная 
модель основана на декомпозиции информационной системы на такие уров-
ни, как уровень операционной системы, уровень системы управления базой 
данных, сетевой уровень, уровень прикладного программного обеспечения и 
т.д. При оценке защищенности информационной системы анализируется за-
щищенность каждого уровня, анализируется стойкость средств защиты по 
отношению к актуальным угрозам безопасности, строятся вектор защищен-
ности и матрица распределения вероятностей по обозначенным уровням ин-
формационной системы.  

В исследованиях рассматривается построение системы структурных мо-
делей основных компонентов системы защиты информационных технологий:  

 структурная модель угрозы, в которой квалификация угрозы учитыва-
ет оценку активации угрозы, оценку успеха, оценку возможного ущерба; при 
этом сама угроза учитывает спецификацию актива, спецификацию агента 
(нарушителя) и спецификацию нападения; 

 структурная модель контекста безопасности учитывает активы, уязви-
мости, риски, контрмеры; 

 интегральная структурная модель контекста угрозы, которая включает 
характеристики таких составляющих модели безопасности, как модель угроз, 
модель нарушителя, активы, ущербы.  

Данные модели учитывают контексты угроз, мотивацию и возможности на-
рушителей, условия реализации угроз, применяемые средства защиты и т.д. Ре-
зультатом моделирования являются оценка возможности активизации угрозы 
(превращение угрозы в атаку), оценка успеха атаки, оценка ущерба. Одной из 
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ключевых задач является формирование набора функций безопасности объекта 
оценки, который определяет степень защищенности по каждому из показателей. 

Сложность и большой объем работ по оценке защищенности информа-
ционных систем, выполняемых в настоящее время как за рубежом, так и в 
России, с неизбежностью приводят к необходимости применения программ-
ных комплексов поддержки деятельности по подготовке и проведению оце-
нок. Для реализации математического моделирования системы защиты ин-
формационных систем с целью оценки их защищенности разработаны спе-
циализированные программные продукты, как зарубежные, так и отечествен-
ные. Рассмотрев некоторые из этих программных комплексов, можно сделать 
вывод о большом многообразии показателей оценки защищенности. Это оз-
начает, что есть возможность для каждой информационной системы подоб-
рать программу, отвечающую требованиям к целям и результатам оценки. 

Среди отечественных разработок известны программные комплексы 
АванГард, Кондор+, ГРИФ, РискМенеджер (Институт системного анализа 
РАН) (Россия) [5], среди зарубежных – Proteus, vsRisk, CRAMM, COBRA 
(Великобритания), MethodWare (Австралия), Callio Secura 17799 (Канада), 
Risk Watch (США). Сравнительный анализ некоторых из перечисленных про-
граммных комплексов оценки приведен в таблице. 

 
Сравнительный анализ программных комплексов оценки 

Параметр сравнения АванГард РискМенеджер Proteus vsRisk MethodWare 
Поддерживаемые стандарты ГОСТ Р 

ИСО/МЭК 
15408-
2002 
ИСО/ 
МЭК 
27001,  
ISO/IES 
17799

ГОСТ Р 
ИСО/МЭК 
15408-2002 
ИСО/МЭК 
27001,  
ISO/IES 17799 

ИСО/ 
МЭК 
27001 

ИСО/МЭК 
27001, 
BS 
ISO/IES 
17799 

AS/NZS 
4360:1999 
ISO 17799 

Построение модели угроз + + + - + 
Построение структурной 
модели объекта 

+ + + - - 

Анализ, оценка и управление 
рисками 

+ + + + + 

Регулярно обновляемая база 
данных угроз и уязвимостей

+ + + + + 

Построение модели защиты + + - - + 
Расчет ущерба - + - + + 
Выбор наиболее эффектив-
ных комплексов защиты

+ + + + + 

Контроль соответствия тре-
бованиям стандарта

+ + + + + 

Набор шаблонов опросников + + + + + 
Расчет рископонижающих 
мер защиты 

+ + + + - 

Средства создания отчетов + + + + + 
Разработка плана восстанов-
ления и действий в чрезвы-
чайных ситуациях

- - - - + 
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Данные программные комплексы являются мощными автоматизиро-
ванными средствами оценки и управления рисками информационной безо-
пасности, обладают многофункциональными возможностями построения 
моделей защиты, выбора эффективных комплексных мер защиты, сочетают 
количественные и качественные методы оценки безопасности информаци-
онных систем и значительно сокращают результирующее время анализа 
рисков.  

Однако в основе каждого из этих программных продуктов лежит своя 
методика оценки, все они являются достаточно сложными, имеют высокую 
функциональность, требуют адаптации к конкретной оцениваемой информа-
ционной системе, имеют высокую стоимость, каждый из них имеет достоин-
ства и недостатки. Задача разработки новых методик и новых автоматизиро-
ванных программных комплексов оценки защищенности информационных 
систем остается актуальной и привлекательной для разработчиков, с одной 
стороны, и для заказчиков – с другой.  
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АППАРАТУРНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ  
АЛГОРИТМА БЫСТРОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ  

С ЗАДАННЫМИ СВОЙСТВАМИ 
В СИСТЕМЕ СЧИСЛЕНИЯ В ОСТАТОЧНЫХ КЛАССАХ 

Ключевые слова: быстродействие, быстрое преобразование Фурье (БПФ), 
система остаточных классов (СОК), модуль СОК, вычет, канал СОК, весовой 
коэффициент, операция «бабочка». 

Сокращение времени обработки данных в настоящее время продолжает оста-
ваться актуальной задачей при построении устройств спектрального анализа. 
Для повышения быстродействия цифровых устройств спектрального анализа в 
статье предложено использование теории СОК. Разработаны схемы устрой-
ства БПФ в СОК и его функциональных блоков. Полученные устройства БПФ в 
СОК обладают более высоким быстродействием по сравнению с аналогами, 
построенными на основе классических способов. 

Сокращение времени выполнения быстрого преобразования Фурье (БПФ) 
является актуальной задачей при построении высокопроизводительных систем 
спектрального анализа цифровых сигналов. В настоящее время известно много 
реализаций алгоритма БПФ, в том числе на заказных СБИС, сигнальных процес-
сорах, ПЛИС. Однако разработчикам не всегда удается достичь значительного 
повышения их быстродействия для заданной точности обработки сигналов и 
требуемой отказоустойчивости при условии снижения аппаратурных затрат и 
стоимости. Дальнейшее увеличение производительности устройств обработки 
данных возможно либо за счет повышения степени интеграции микросхем, усо-
вершенствования технологии изготовления кристалла, новых архитектурных 
решений процессоров, либо с помощью применения эффективных алгоритмиче-
ских методов повышения быстродействия [2, 8–10, 13, 14].  

Одним из способов проектирования цифровых устройств с повышенным 
быстродействием является использование непозиционных систем счисления, в 
частности системы счисления в остаточных классах (СОК) [1, 3, 11, 12, 15–17]. 
Известно, что обработка цифровых сигналов в СОК состоит из следующих 
этапов: 1) кодирования входного сигнала вычетами СОК; 2) обработки полу-
ченных сигналов в соответствии с заданным алгоритмом в кольце вычетов; 
3) декодирования, т.е. перевода результата обработки в позиционный код [3, 7]. 
Увеличение быстродействия при обработке сигналов в СОК достигается за 
счет перехода к параллельной обработке данных, имеющих существенно 
меньшую разрядность по сравнению с разрядностью исходных данных. При 
этом благодаря свойствам СОК можно построить системы обработки сигналов 
с повышенной точностью [6]. 

Теоретические вопросы синтеза устройств быстрого преобразования Фу-
рье (БПФ) в СОК, к которым относятся выбор системы модулей СОК, синтез 
функциональных блоков БПФ в СОК, были подробно изложены в [3, 4].  
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Целью данного исследования является решение задачи проектирования 
непозиционных устройств спектрального анализа – аппаратурной реализации 
алгоритмов БПФ в СОК с заданными свойствами. 

Структурная схема устройства для вычисления NS-точечного БПФ в СОК 
показана на рис. 1 [3]. 
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Рис. 1. Структурная схема устройства БПФ в СОК: 

1-1, ..., 1- – блоки определения вычетов;  
2-1, ..., 2- – вычислительные блоки;  

3-1, ..., 3- – блоки памяти для записи весовых коэффициентов;  
5 – синхронизатор;  

4 – блок восстановления результата 

 
На рис. 2–4 показаны функциональные схемы блоков, которые разрабо-

таны в соответствии со структурной схемой БПФ в СОК (рис. 1): блок опре-
деления вычетов (1-S); вычислительный блок (2-S); схема операционного уз-
ла, входящая в состав блока 2-S; блок восстановления результата (4-S). 

Блоки определения вычетов (рис. 2) состоят из ПЗУ (узел 6), распредели-
теля импульсов и восьми элементов «И» (узлы 8-1 – 8-8). 

В состав вычислительных блоков (рис. 2) входят десять элементов «ИЛИ» 
(узлы 9-1 – 9-8, 14-1 и 14-2), восемь ОЗУ (узлы 10-1 – 10-8), четыре элемента 
«И» (узлы 12-1, 12-2, 13-1, 13-2), два регистра (RG 15-1 и 15-2), два операцион-
ных узла (ОУ 16-1 и 16-2). 

Схемы операционных узлов (рис. 3), входящие в состав вычислительных 
блоков (рис. 2), состоят из восьми ПЗУ (узлы 17-1 – 17-8), четырех регистров 
(RG 18-1 – 18-4), двенадцати элементов «И» (узлы 19-1, 19-2, 20-1, 20-2, 22-1, 
22-2, 23-1, 23-2, 25-1, 25-2) и четырех элементов «ИЛИ» (узлы 21-1, 21-2,  
24-1, 24-2).  
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Рис. 2. Схемы блока определения вычетов (1-S)  

и вычислительного блока (2-S) 
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Рис. 3. Схема операционного узла 
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Рис. 4. Схема блока восстановления результата (4-S) 
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Схема блока восстановления результата (рис. 4) состоит из четырех бло-
ков формирователя кода (ФК 4-1 – 4-4) и четырех регистров (RG 39-1 – 39-4). 
Каждый блок формирователя кода (ФК 4-1 – 4-4) состоит из трех ПЗУ (узлы 
27-1 – 27-3), четырех регистров (RG 28-1 – 28-4), двух константных регистров 
(узлы 29 и 38), двух операционных узлов (ОУ 32-1 – 32-2), сумматора (узел 37). 
Операционные узлы ОУ 32-1 и 32-2 блоков формирователя кода (ФК 4-1 – 4-4) 
(рис. 4) включают по два сумматора (узлы 30 и 31), одному элементу «НЕ» 
(узел 33), по два элемента «И» (узлы 34 и 35) и одному регистру (RG 36).  

Устройство БПФ в СОК работает следующим образом. Через шину данных 
отчеты входного сигнала x[nT] ),1( SNn   поступают в блоки определения выче-
тов 1-S ),1( vS  . Эти блоки могут быть построены на логических схемах или 
микросхемах памяти, в которых каждое число на входе является адресом вычета 
[3]. В результате формируются v параллельных каналов обработки сигналов в 
кольце вычетов по выбранным основаниям СОК (NS) и происходит кодирование 
сигнала вычетами: по поступающему на вход микросхемы отчету сигнала x[nT] 
на выходах этих блоков формируются соответствующие вычеты xS[nT].  

Далее данные группируются по NS/8 чисел. При этом общепринятой двоич-
ной инверсии не требуется. Затем данные разбиваются на две группы в соответ-
ствии с четностью и нечетностью номеров чисел: x(0), x(2), x(4), x(6), x(8), x(10), 
x(12), ...и x(1), x(3), x(5), x(7), x(9), x(11)..., а каждая из этих групп делится еще на 
четыре подгруппы. Таким образом формируются следующие группы: 

1) для четных номеров: 
первая x(0), x(8), x(16)...
вторая x(2), x(10), x(18)...
третья x(4), x(12), x(20)...
четвертая x(6), x(14), x(22)...

2) для нечетных номеров: 
первая x(1), x(9), x(17)...
вторая x(3), x(11), x(19)...
третья x(5), x(13), x(21)...
четвертая x(7), x(15), x(23)...

Первая группа чисел с четными номерами записывается в узлы памяти 
ОЗУ 10-1, вторая – в ОЗУ 10-2, третья – в ОЗУ 10-3, четвертая – в ОЗУ 10-4; 
первая группа с нечетными номерами – в ОЗУ 10-5, вторая – в ОЗУ 10-6, тре-
тья – в ОЗУ 10-7, четвертая подгруппа чисел с нечетными номерами – в ОЗУ 
10-8 (рис. 2). Из-за особенностей реализации алгоритма БПФ эти микросхемы 
памяти имеют различный объем: ОЗУ 10-1, 10-2 и 10-5, 10-6 содержат по NS/4 
слов, остальные – по NS/8 слов. 

Процесс преобразования начинается после записи массива чисел xS[kT] в уз-
лы памяти каждого канала. На первых (L–1)-х шагах (L = log2NS) вычислитель-
ный блок отключен от блока восстановления результата, так как в это время в 
операционном узле сигнал T10 не формируется (на один из входов элементов «И» 
25 и 26 поступает нулевое значение, они «не открываются»). При подаче от бло-
ка управления сигналов T6, ...T9 «открываются» элементы «И» 19, 20, 22, 23 и 
сигналы с выходов операционных узлов ОУ 16-1 и 16-2 поступают на соответ-
ствующие узлы памяти ОЗУ 10-1 – 10-8. Одновременная работа двух операци-
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онных узлов ОУ 16-1 и 16-2 обеспечивается при значении сигнала ܯ ൌ 1 
(M = 0), который «открывает» элементы «И» 12-1, 12-2 и «отключает» 13-1, 13-2. 
При этом узел памяти 11-1 подключен к ОУ 16-1, а узел 11-2 – к ОУ 16-2.  

Для реализации операции «бабочка» с прореживанием по времени 
(C = A + BWk) и (D = A – BWk) в каналах СОК в блоках 3-S программно форми-
руются вычеты весовых коэффициентов <Wk> и <Vk> для k-й и (k+1)-й, а также 
для (k + N/2)-й и (k + N/2+1)-й операций по модулю NS. При этом k

S
Nk

S VW  2/ , 

а ,2/ k
S

Nk
S WV  что учтено соответствующим подключением к элементам 

«ИЛИ» 14-1 и 14-2 входов, по которым подаются весовые коэффициенты <Wk>, 
<Vk>, <Wk+1>, <Vk+1> (рис. 2).  

В схемах операционного узла (рис. 3) в ПЗУ 17-1 – 17-4 хранятся вычеты 
операций умножения, а в ПЗУ 17-5 – 17-8 – вычеты операций сложения сигна-
лов. Объем памяти каждого из этих ПЗУ равен 2ଶோೄслов разрядности RS. В ПЗУ 
17-1 по адресу, соответствующему двоичному 2RS-разрядному коду, который 
составлен из слов <B> и <Wk>, хранится результат <BWk> (аналогично для ПЗУ 
17-3), а в ПЗУ 17-2 по адресу, составленному стыковкой слов <B> и <Vk>, хра-
нится результат <BVk> (аналогично для ПЗУ 17-4). В ПЗУ 17-5 и 17-7 по 2RS-
разрядным адресам [<A>, <BWk>] хранятся вычеты <C>=<<A>+<BWk>>, а в 
ПЗУ 17-6 и 17-8 – вычеты <D>=<<A>+<BVk>>. 

На последнем шаге преобразования (при ܯ ൌ 0, M = 1) элементы «И»  
12-1, 12-2, 13-1, 13-2 «отключены». Блоки ОЗУ 10-1, 10-2, 10-5, 10-6 подклю-
чены к операционному узлу ОУ 16-1, сигнал с выхода которого (его регистр 
18) через элементы «И» 25, 26 (которые открываются при Т10 = 1) идет на вход 
блока восстановления результата 4 (рис. 4).  

В блоке восстановления результата хранятся априорные суммы: в ПЗУ  
27-1 – <S1> = <11+22>N, в ПЗУ 27-2 – <S2> = <33+44>N, в ПЗУ 27-3 – 
<S3>=<55+66>N. Регистры блока 4 обеспечивают конвейерный режим рабо-
ты на L-м шаге. Вычеты <Si> из ПЗУ 27-1 и 27-2 подаются на вход логической 
схемы, состоящей из сумматоров 30 и 31 и двух элементов «И» 34, 35. Значе-
ние сигнала, равное –N, хранится в регистре 29. Если S1+S2 < N, то в знаковом 
разряде сумматора 31 формируется единица, открывается элемент «И» 35 и 
сумма <S1+S2>N записывается в регистр RG 36. Если же S1+S2 выходят за пре-
делы N, то в знаковом разряде сумматора 31 формируется нуль, «открывается» 
элемент «И» 35 и число <S1+ S2 – N>N = <S1+S2>N записывается в регистр RG 36. 
Аналогично работает операционный узел ОУ 32-2. Специфическое представ-
ление нуля через N/2 требует проведения операции нормализации чисел при 
восстановлении результата обработки данных. Из числа Fk, которое формиру-
ется операционным узлов ОУ 32-2, в сумматоре 37 вычитается N/2 (–N/2 хра-
нится в регистре 38). Здесь же результат нормируется путем сдвига запятой на 
R2 разрядов влево. Четыре одинаковых блока формирователя кода (ФК 4-1 –  
4-4) используются для одновременной обработки четырех чисел ᾱௌ

௞, ᾱௌ
௞ାଵ, 

ᾱௌ
௞ାଶ, ᾱௌ

௞ାଷ c выхода каждого канала. Результаты преобразований Fk, Fk+1, Fk+2, 
Fk+3 считываются с выхода устройства БПФ в СОК из регистров 39-1 – 39-4. 

Результаты компьютерного моделирования подтвердили теоретические 
предположения об увеличенном быстродействии устройств вычисления БПФ в 
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СОК по сравнению с таковыми, построенными на основе позиционных систем 
счисления [5, 6]. Такие результаты достигнуты за счет сокращения количества 
процессорных циклов на вычисление БПФ.  

Выводы. В статье предложен аппаратурный метод синтеза устройств ЦОС 
в СОК. Синтезированы функциональные модули вычислительной техники для 
практической реализации базовых операций БПФ в СОК. Разработанное устрой-
ство БПФ в СОК отличается более высоким быстродействием по сравнению с 
классическими схемами, что подтверждено проведенным компьютерным моде-
лированием. 
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N. GALANINA, V. PESOSHIN, N. IVANOVA,  
B. KALMYKOV, D. DMITRIEV 

HARDWARE IMPLEMENTATION  
OF FAST FOURIER TRANSFORM ALGORITHM  

WITH DESIRED PROPERTIES IN RESIDUE NUMBER SYSTEM 
Key words: performance, Fast Fourier Transform (FFT), residue number system 
(RNS), residues, RNS channel, weight coefficient, «butterfly» operation. 

Reducing the time of data processing is an urgent task in the construction of devices 
of the spectral analysis. In this article RNS theory proposed to improve the perfor-
mance of digital devices of spectral analysis. Circuit of the FFT device in RNS and its 
functional blocks are designed. The resulting FFT devices due to RNS has higher per-
formance compared to devices built on the basis of classical methods. 
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А.Ю. ИВАНИЦКИЙ, А.М. УРУСОВ 

ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ МЕТОДА ПОТОЧЕЧНОЙ НЕВЯЗКИ  

Ключевые слова: неустойчивые задачи, система линейных алгебраических уравне-
ний и неравенств с приближенными данными, интегральные уравнения Фредгольма 
I рода, неустойчивые электротехнические задачи.  
В статье рассматривается метод поточечной невязки для численного решения неус-
тойчивых систем линейных алгебраических уравнений и неравенств с приближенными 
данными, заданными в поточечной форме, интегральных уравнений Фредгольма I рода 
на классе неотрицательных искомых решений. Предлагаются эффективный алгоритм 
и программный продукт для численного решения некоторых неустойчивых электро-
технических задач, которые могут быть сведены к указанным выше задачам.  

1. Во многих прикладных задачах, в том числе в электротехнических, ес-
тественное стремление исследователя наиболее полно отобразить в математи-
ческой модели существенные моменты изучаемого процесса часто приводят к 
математическим задачам, в которых искомое решение должно удовлетворять 
априорно заданным условиям. Базой для задания таких условий служат неко-
торые общие представления о поведении изучаемого физического процесса, 
что в конечном итоге в математической постановке задачи приводит к описа-
нию допустимого множества решений путём выделения характерных точек 
(экстремальных, перемен знака, кривизны и т.п.) и областей (знакоопределён-
ных и т.п.). Так, например, при решении задач линейного программирования 
обычно в качестве множества допустимых решений рассматривают множество 

}][{ njuuuu jn 1,0,:,..,, T
21   unRD или при нахождении монотонно воз-

растающих решений дискретных аппроксимаций интегрального уравнения 
Фредгольма I рода возникает необходимость получения решений систем ли-
нейных алгебраический уравнений, принадлежащих априорно заданному мно-
жеству }.{ 21 nu...uu  :nRD u  Задание априорных условий можно ха-
рактеризовать как неявное формирование модели «каркаса» этого решения, а 
сам метод – как математическую реконструкцию этого каркаса. Наиболее пол-
ный учёт априорной информации приводит к качественному воспроизведению 
искомого точного решения, а в некоторых случаях может облегчить и ускорить 
получение конечного решения. 

Обозначим через D замкнутое множество, учитывающее априорную ин-
формацию об искомом решении. Рассмотрим систему линейных алгебраиче-
ских уравнений и неравенств  

 ,, guBfuA    (1) 

где nRDu  T][ 21 n,..,u,uu  – искомый вектор, 
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Rmxn и Rpxn – линейные пространства вещественных матриц порядка m×n и 
p×n, соответственно; Rn, Rm, Rp – вещественные линейные пространства век-
торов размерности n, m и p, соответственно.  

Предположим, что система (1) разрешима, но, возможно, неоднозначно. 
Обозначим через DU  множество её решений. 

Пусть вместо точных данных gfBA ,,,  известны их приближения 
gfBA ~~~~

,,, : 
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такие, что выполнены соотношения 
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



,λ,Λ

,δ,Δ
  (2) 

где ssjiij  ,,, – заданные поточечные уровни погрешностей входных дан-

ных  .,,, gfBA  Легко убедиться на простейших примерах, что система 

 duBfuADu
~~~~

 ,:   (3) 
может оказаться неразрешимой, а в случае её разрешимости решения могут 
не обладать свойством устойчивости (см. примеры модельных задач в п. 3). 
Поэтому для решения таких задач необходимо использовать методы регуля-
ризации [1–10]. Одним из таких методов является метод поточечной невязки, 
представленный ниже. 

2. А.Н. Тихонов в работе [8] предложил рассматривать приближенные сис-
темы, задаваемые с помощью индивидуальной приближенной системы (3) и 
класса систем, эквивалентных ей по точности. В этих работах точность зада-
ния входных данных оценивается в среднеквадратической форме. Такой подход 
приводит к методу регуляризации, при использовании которого необходимо 
многократно решать нелинейную оптимизационную задачу. Рассмотренные в 
работе [3] методы приводят к более простым методам регуляризации, в которых 
надо лишь однократно решать задачу оптимизации и в некоторых случаях при 
соответствующем выборе множества D – линейную оптимизационную задачу. 

Определим классы матриц: 
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(4) 

В дальнейшем считаем, что .,,, GFΒΑ  gfBA  Вместо индивиду-
альной приближенной системы (3) рассмотрим совокупность систем: 

 .,,,,,: GFΒΑ  gfBAgBufAuDu   (5) 
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Аналогично [8] допустимым решением класса систем (5) назовём любой 
вектор u


 такой, что 

.GFΒΑ  gfBAguBfuADu


,,,,,:  

Множество допустимых значений обозначим через DU


. Очевидно, что 

DD UU


 . Аналогично [1] можно доказать теорему: 
Теорема 1. Множество DU


 эквивалентно множеству 
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iij psugubmiufuau λΛδΔ: iDUD

 Множество DU
~

 имеет более конструктивный вид, чем множество ,DU


 с 
точки зрения численных расчётов. Вообще говоря, множество DU

~
 (или DU


) 

имеет диаметр, стремящийся к бесконечности. Тем не менее оно может быть 
положено в основу метода определения устойчивых решений системы (1). 
Этот метод основан на решении следующей задачи минимизации [3, 4]: 

 
,

~
DUuLu  inf,I   (6) 

где qxnRL – заданная матрица порядка qn, I  – какая-либо норма в про-

странстве Rq. При надлежащем выборе матрицы L любое решение задачи (6) 
можно взять в качестве приближенных решений задачи (1), причем множест-
во *U

~
 решений задачи (6) будет сходиться в определенном смысле к непус-

тому множеству *U  решений задачи 

 
.DUuLu  inf,I   (7) 

Способ (6) отбора приближенных решений задачи (1) при поточечном 
задании погрешностей (2) назовём методом поточечной невязки. 

Пусть выполнено условие дополнительности: существуют константы 

0,3,1,0,0 321  ii  такие, что 

 
  ,,αααγ

III
3II2I1 DuuBuALuu 


  (8) 

где IIIIII  ,,,  – произвольные векторные нормы в пространствах Rn, Rq, 

Rm и Rp, соответственно; ,)( T  p,..,z,zz 21z  },max{0;z ii z  pi ,1 – срезка 
вектора T][ 21 n,..,z,zzz . В [3] показано, что условие дополнительности (8) 
эквивалентно условию 

 },{}{ 00:kerker  DKuBuLA   (9) 

где }{}{ 0:ker,0:ker  LuuLuAuA  – ядра матриц A  и L, соответствен-

но; }{  RtDutuvvK D ,,:  – замкнутый выпуклый конус с вершиной в 
нуле, натянутый на множество D. Из условия (9) (или (8)) следует, что если 

0ker L , то условие дополнительности выполнено всегда для произвольных 
матриц BA,  и любого замкнутого множества .nRD   Например, при нахо-
ждении нормальных решений системы (1) имеем 
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 и, следовательно, }0{kerker  EL , и матрицы A  и B  могут быть вырож-
денными. В этом случае функция IILu  является стабилизатором как и в 
классических методах регуляризации [9]. Однако при выполнении условия 
(8) в поточечном методе невязки необязательно требование, чтобы ILu  был 
стабилизатором. Приведем пример. 

Пример. Пусть }][{ 3321 0:T  u,u,uu 3RuD , T
1,0,0][uuA  

.]0,,0[ 2
3RuLu  u Тогда условие (8) (или (9)) выполнено при любой мат-

рице .3pxRB  В этом случае множество Лебега }{ y 21: uLuRuL 3
y  

неограниченно и, следовательно, 2Lu  не является стабилизатором. 

Условие дополнительности (8) (или (9)) связывает матрицы LBA ,,  и 
множество D и заключает в себе идею компенсации «плохих» сторон некото-
рых из этих объектов «хорошими» свойствами других. Это позволяет рас-
сматривать широкий класс задач и методов их регуляризации с более ослаб-
ленными требованиям к матрицам LBA ,,  и множеству D, чем в традицион-

ных случаях, когда априорно подразумевается, что ILu – стабилизатор. 
При численной реализации метода поточечной невязки (6) достаточно 

определить вектор ),(  uu  из условия 

 
,0,~:

~
*  ILuUu D   (10) 

где 
DU

I~
* inf~




u

Lu  },,,{ sisjij σ  – набор погрешностей входных данных 

из (2). Пусть VU, – непустые множества и   .infsup vuVU
vu


 VU

,  

Сходимость метода поточечной невязки устанавливает следующая теорема. 
Теорема 2. Пусть выполнены условие дополнительности и oDU . То-

гда множество  ,~
*U  векторов, удовлетворяющих условию (10), непусто и 

   0,,
~

 ** UU  
при 0,0  , где *U  – множество решений задачи (7).  

Эта теорема позволяет рассматривать в качестве приближённых решений 
задачи (7) векторы, полученные из условия (10). В следующем пункте мы 
рассмотрим численные реализации метода поточечной невязки (6) на мо-
дельных задачах. 

3. Рассмотрим примеры неустойчивых задач, в которых стандартные ме-
тоды приводят к численно неустойчивым решениям. В качестве первой мо-
дельной задачи возьмем простую задачу определения нормального решения 
системы двух линейных алгебраических уравнений. На этом примере легко 
понять суть проблемы неустойчивости и то, как «преодолевает» её метод по-
точечной невязки. 
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Модельная задача 1. Найти вектор 2
 Ru T][ 21,uu  из условий  

 







.72182
,63

21

21

uu
uu

  (11) 

Эта система вырожденная, так как второе уравнение получается из пер-
вого умножением на число 2 . Множество её решений непусто: 

o6:   }3{ 21 uu2RuU . 
Рассмотрим нормальное решение этой системы 

 
U.uu  inf,   (12) 

Нетрудно проверить, если взять евклидову норму 2
2

2
12 uuuu  , то 

нормальным решением будет вектор  T2 8.1,6.0*u , 6.32 *u ; если окта-

эдрическую норму 211 uuuu  , то  T1 2,0*u , 21 *u ; если чебышёв-

скую, то },max{ 21 uuuu    и  T5.1,5.1
*u , 5.1

*u . 

Пусть k – число удерживаемых цифр после десятичной точки в 
...48528137.872...,24264068.418...,41421356.12   При этом ошибка 

округления не превышает величины k 105.0 . 
Попытаемся решить задачу (12) 

с помощью стандартного математи-
ческого обеспечения «GaussianEli-
mination» в среде Maple2015 при 
различных k, например, взяв 

2
2

2
12 uuu  . Результаты вычисле-

ний приведены в табл. 1. 
Как видно из табл. 1, при k = 1, 2, 4 задача (1) не имеет решения, а при 

k = 0, 3, 5 решения носят неустойчивый характер и не являются хорошим при-
ближением к  T2 8.1,6.0*u . Округление иррациональных чисел 72,18,2  
можно интерпретировать как внесение возмущений. При этом очень мало отли-
чающиеся друг от друга возмущения приводят к системам, решения которых 
существенно отличаются, или к несовместным системам. Это типичная не-
корректно поставленная задача. Причина такого поведения решений задачи (12) 
при различных k легко объясняется. Говоря геометрическим языком, каждое 
уравнение системы (11) представляет 
прямую линию на плоскости, причем 
эти линии совпадают. 

Если же во втором уравнении 
(11) заменить числа 18,2  и 72  
на их приближенные значения, то 
эти прямые могут пересекаться в 
одной точке, как, например, на рис. 2 
при k = 0, тогда нормальным реше-
ние будет вектор  T2 2,0*u , или  

Таблица 1 

Численное решение методом Гаусса  
при различных k 

u
Точное 
решение

k
0 1 2 3 4 5 

u1 0.6 0 – – 3.000 – 0.00000 

u2 1.8 2 – – 1.000 – 2.00000 

  
Рис. 1. Прямые совпадают.  

Нормальное решение  T2 8.1,6.0*u  
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не пересекаться, как, например, на рис. 3 при 
k = 1, тогда задача (12) не имеет решения. 

Множество решений системы (11) слишком 
«тонкое» (прямые линии совпадают) и при за-
мене чисел 18,2  и 72  на их приближения, 
т.е. при внесении ошибок округления, каким бы 
малым оно ни было, эта «тонкость» нарушается, 
и прямые пересекаются в одной точке или вовсе 
не пересекаются при различных k. 

Теперь решим задачу (12), используя метод 
поточечной невязки (6) или (10), при различных 
k в среде Maple2015. Пусть в задаче (12) 2

 RD  
и 2

2
2
12 uuuu  , тогда задача (6) сводится 

к задаче квадратичного программирования. 

 ,
~2

1 DUu inf,2
2uu   (13) 

где DU
~  – множество векторов из Du  T

21 ];[ uu , удовлетворяющих нера-
венствам: 

 

   
   
   

   














.
~~~

,
~~~

,
~~~

,
~~~

222121212121

222222212121

112121211111

112121211111

fuaua
fuaua

fuaua
fuaua

  (14) 

В табл. 2 приводится численное решение задачи (13) при различных k в 
среде Maple2015. 

Таблица 2 

Численное решение задачи методом поточечной невязки  
при 

2
2 , uu  RD  

k 
Относительная ошибка 
округления элементов 

1*
~u

 2*
~u

 
2
2*

~u
 

2

2*
~

* uu 
 

2

2

2

2 *
~

* uu 
 матрицы A вектора f

0 22% 8% 1 2 4 0 0
1 1.8% 0.7% 0.6 1.8 3.5 0.01 0.1 
2 0.18% 0.07% 0.61 1.79 3.59 0.001 0.01 
3 0.018% 0.007% 0.599 1.799 3.598 0.0001 0.002 
4 0.0018% 0.0007% 0.6 1.7999 3.5999 0.00001 0.0001 
5 0.00018% 0.0007% 0.6 1.79999 3.59999 0.000001 0.00001 
6 0.000018% 0.00007% 0.6 1.799999 3.599999 0.0000001 0.000001 

 
Пусть в задаче (13) 2

 RD  и 211 uuuu  , тогда задача (6) сво-

дится к задаче линейного программирования 

 ,
~

inf,2
2

2
1 Duu Uu   (15) 

где DU
~

 определяется системой неравенств (14). В табл. 3 приводится численное 
решение задачи (15) симплекс-методом в среде Maple2015 при различных k. 

 
Рис. 2. Прямые пересекаются  
в одной точке  T2 2,0*u  

 
Рис. 3. Прямые не пересекаются
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Таблица 3 
Численное решение задачи методом поточечной невязки 

при 
1

2 , uu  RD  

k 
Относительная ошибка 
округления элементов

1*
~u

 2*
~u

 1*
~u

 1**
~uu 

 1*1*
~uu 

 матрицы A вектора f
0 16% 8% 0 2 2 0 0
1 1.4% 0.7% 0 1.9 1.9 0.1 0.1
2 0.13% 0.07% 0 1.99 1.99 0.01 0.01 
3 0.013% 0.007% 0 999.1 999.1 0.001 0.001 
4 0.0014% 0.0007% 0 9999.1  9999.1 0.0001 0.0001 
5 0.00014% 0.00007% 0 99999.1  99999.1 0.00001 0.00001 
6 0.000015% 0.000007% 0 999999.1 999999.1 0.000001 0.000001 

 

Из табл. 2 и 3 видно, что *u~  являются хорошими приближениями к точному 
решению *u  при увеличении числа k удерживаемых цифр после десятичной 
точки. При этом )10(~ kΟ  ** uu , т.е. метод поточечной невязки позволяет 
получать приближённые решения с точностью до порядка задания погрешностей 
входных данных системы (11): 0,0,0 11211   (так как первое уравнение в 
системе задано точно) и kkk   105.0,105.0,105.0 22221 . 

Заметим, что в задачах (13) и (15) допустимое множество DU
~

 (или DU


) 
не такое «тонкое», как в исходной задаче (12) (см. рис. 1). Так, например, при 
k = 0 и k = 1 множества DU

~
 изображены на рис. 4. и 5, соответственно.  

 

  
Рис. 4. Допустимое множество при k = 0 Рис. 5. Допустимое множество при k = 1 

 

В методе поточечной невязки допустимое множество содержит решение 
задачи (12)  T2 8.1,6.0*u  (при 2uu  ) или  T1 2,0*u  (при 1uu  ), при 
любом k как, например, на рис. 4 и 5, а при использовании стандартной под-
программы «GaussianElimination» множество допустимых решений может и 
не содержать решение задачи (12), как, например, на рис. 2 и 3. 

В методе поточечной невязки устойчивость достигается за счёт поэле-
ментного (поточечного) согласования компонент вектора невязки fuA

~~
  с 

поэлементными погрешностями входных данных. 
Таким образом, на этом простом примере показана проблема неустойчи-

вости и то, как достигается устойчивость в методе поточечной невязки. 
Модельная задача 2. Решить интегральное уравнение Фредгольма I рода 

 
 
b

a
dxcxfdssusxK ,),()(),(

 

 (16) 
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где  
]1;1[];[],2;2[];[],)(1[),( 2  badcsxsxK , 

.
)1(1

)1(1
ln2)]1(arctg)1[arctg()2()(

2

2
2

x
xxxxxxf




  

Точное решение уравнения (16) – функция 21)( ssu  . 
Подобного рода задачи относятся к «сильно» неустойчивым задачам, так 

как число обусловленности матрицы системы уравнений, аппроксимирующей 
интегральное уравнение (16), очень большое (порядка несколько тысяч) [5]. 

Аппроксимируем уравнение (16) на равномерных сетках ,1 iii hxx   

,21 x  ,41,1i  1.0ih  и ,1 jjj hss   11 s , ,41,1j  ,05.0jh  используя 

для интеграла формулу Симпсона. В итоге мы получим систему линейных 
алгебраических уравнений  

 ,fuA
~~

   (17) 

где NKA 
~

, 41414141 ,),(}{   RNRK jiij sxKk  – диагональная матрица 
квадратурной формулы с элементами Nj на диагонали или, подробнее,  

 

,
)(1

~,}~{
~

2
4141

ji

ij
ijij sx

hN
aa


 RA

 

 (18) 

T
412 )](),..,(),([

~ xfxfxfff   

где Nj – квадратурные коэффициенты формулы Симпсона. 
Если решать систему (17) методом Гаусса в среде Maple2015, то мы по-

лучим её приближенное решение, которое очень сильно отличается от точно-
го решения. Результаты вычислений представлены на рис. 6. и табл. 4. 

 

 
Рис. 6. Решение системы (17) методом Гаусса 

 

Таблица 4 
Решение системы (17) методом Гаусса 

Норма Погрешность решения Невязка

2
~ uu   1746.703847 2.28357990278258

1
~ uu   6911.6993266410008 12.9239639973000
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На рис. 6. непрерывная линия на отрезке [–1, 1] – точное решение 
21)( ssu   и пилообразная кривая, полученная методом Гаусса. Пилообраз-

ность приближенного решения настолько велика, что точное решение в дан-
ном масштабе выглядит как вертикальный отрезок О1О2. Из табл. 4 видно, 
что погрешность аппроксимации точного решения приближённым очень ве-
лика – порядка О(103).  

Далее приведём численное решение уравнения (16), точнее его дискрет-
ного аналога (17), методом поточечной невязки (6) для двух случаев: 

1) на классе неотрицательных функций ;0)( su  

2) на классе неотрицательных ( 0)( su ), монотонных ( ]0;1[,0  s
ds
du

 и 

]1;0[,0  s
ds
du

) и выпуклых ( ]1;1[,0
2

2

 s
ds

ud
) функций. 

Поскольку в методе поточечной невязки матрицу L мы выбираем сами, в 
задаче (6) возьмем L = E (E – единичная матрица). Как отмечалось ранее, то-
гда условие дополнительности (8) выполнено. В первом случае метод приво-
дит к оптимизационной задаче: 

 
,

~
inf,  Uuu I   (19) 

где }41,1,
~~:{

~
11

41 


 
n

j
ijij

n

j
ijij iufuaRDuU ( ija~  и if

~
 вычисляют-

ся по формулам (18)). Во втором случае получим следующую задачу: 

 
,

~
inf, DUuu I   (20) 

где ,
~~

DUUD    U
~

 такое же множество, что и в задаче (19), а D определя-
ется дискретными аналогами монотонности 

,20,1,01  juu jj  

40,21,01  juu jj  

и выпуклости 

.40,2,0
1

11 







 j
h

uu
h

uu
j

jj

j

jj  

Погрешности ij  и i  определим следующим образом: 
,10,10 k

ii
k

ijij
   

где ij  и 41,1,  ii , 41,1j  – равномерно распределенные случайные числа 
на отрезке [–1; 1], полученные с помощью стандартной программы «Ran-
domTools(uniform)» в среде Maple2015, .6,1k  

Численные расчеты приведены для различных норм Iu . В задачах (19) 

и (20) ограничения в множестве DU
~

 являются линейными алгебраическими 
неравенствами. Следовательно, при норме ,1I 4121 u..uu  uu  

41
Ru  мы вместо (19) имеем задачу линейного программирования  

 ,
~

inf,.. 4121  Uuuuu   (21) 
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а вместо (20) – 

 .
~

inf,.. 4121 DUu uuu   (22) 

Если 2
41

2
2

2
12 .. uuuI  uu , то будем иметь задачу квадратичного 

программирования. 
Ниже приведена программа для численного решения интегрального 

уравнения Фредгольма I рода в среде Maple2015. 

Программа 

Формируется матрица A
~
и вектор f

~
 

NKA   
 ji s,xKK   

N  – матрица коэффициентов квадратурной формулы. 
)ixff (  

 

 
 

 
 

Формируется множество *U
~

 
 

 
 

 
 

 
Неотрицательность (как опция пакета «Optimization»),  

монотонность и выпуклость множества *U
~
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Формируется целевая функция 
Решение оптимизационной задачи симплекс-методом: 

 
 

 
 

Решение оптимизационной задачи методом квадратичной интерполяции: 

 

Решение оптимизационной задачи методом сопряженных градиент: 
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Из табл. 5 и 6 видно, что метод поточечной невязки с априорными усло-
виями неотрицательности, монотонности и выпуклости для норм 

kn

j

k
jI u

/1

1






 


u  при k =1, 2, 3, 6  (23) 

даёт достаточно хорошо приближения, лучше получаются результаты, если в 
(23) взять k  3. Если же использовать только условие неотрицательности ис-
комого решения, то сходимость метода поточечной невязки медленнее, а 
для случая 1 I  и использования симплекс-метода для решения задачи 
(21) процесс сходимости нестабилен. Хотя во всех случаях и для всех указан-
ных норм невязки одного порядка. 

Таблица 5 

Метод поточечной невязки для решения интегрального уравнения Фредгольма I рода  
на классе неотрицательных функций 

Погрешность, невязка k
1 2 3 4 5 6 

1
~ uu   28.3 28.28 30.730 29.8527 28.43555 31.487009 

2
~ uu   2.9 1.72 1.517 1.4663 1.46029 1.460577 

3
~ uu   1.7 0.99 0.544 0.4784 0.47227 0.470788 

6
~ uu   1.0 0.69 0.294 0.2313 0.38314 0.125339 

1

~~~
fuA   15.3 2.57 0.358 0.0362 0.00382 0.000366 

2

~~~
fuA   2.7 0.30 0.056 0.0058 0.00061 0.000063 

3

~~~
fuA   1.6 0.19 0.033 0.0031 0.00029 0.000037 

6

~~~
fuA   0.9 0.13 0.021 0.0019 0.00020 0.000021 

 
Таблица 6 

Метод поточечной невязки для решения интегрального уравнения Фредгольма I рода  
на классе неотрицательных, монотонных и выпуклых функций 

Погрешность, невязка k
1 2 3 4 5 6 

1
~ uu   14.8 3.87 1.200 1.1085 1.07635 0.533931 

2
~ uu   2.8 1.12 0.527 0.1851 0.04483 0.015261 

3
~ uu   1.7 0.88 0.291 0.0411 0.02543 0.016688 

6
~ uu   1.0 0.68 0.205 0.08909 0.03801 0.029991 

1

~~~
fuA   16.3 2.97 0.411 0.0424 0.00316 0.0004005 

2

~~~
fuA   2.7 0.33 0.063 0.0064 0.00068 0.000070 

3

~~~
fuA   1.6 0.20 0.035 0.0034 0.00035 0.000036 

6

~~~
fuA   0.9 0.14 0.021 0.0021 0.00022 0.000021 

 

Далее на рис. 7–10 представлены графики точного решения интегрально-
го уравнения Фредгольма I рода и приближенного решения с условием толь-
ко неотрицательность искомого решения (задача (19)) и с условиями неотри-
цательности, монотонности и выпуклости (задача (20)) искомого решения 
при различных нормах. 
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С условием неотрицательности 
С условием неотрицательности, 
монотонности и выпуклости 
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~~~
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 fuA

 
28.4~
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~~~

1
 fuA

 
14.8~

1 uu  

2 I  
2.8

~~~
2
 fuA

 
2.9~

2 uu  

2 I  
2.7

~~~
2
 fuA

 
2.8~

2 uu  

Рис. 7. Решение задачи (19) и (20)  
при .10,10, 11   jjijijEL  
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Рис. 8. Решение задачи (19) и (20) 
при .10,10, 22   jjijijEL  
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Рис. 9. Решение задачи (19) и (20) 

при 33 10,10,   jjijijEL  
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1 I  
0.000366

~~~
1
 fuA
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1 uu  

1 I  
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~~~
1
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0.00007

~~~
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Рис. 10. Решение задачи (19) и (20) 
при .10,10, 66   jjijijEL  

 
Таким образом, анализ результатов расчётов показывает, что учёт до-

полнительной информации позволяет получать вполне удовлетворительные 
приближённые решения. 
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A. IVANITSKIY, A. URUSOV 

THE NUMERICAL ANALYSES OF THE POINTWISE RESIDUAL METHOD  

Key words: ill-posed problem, system of linear algebraic equations and inequalities with ap-
proximate data, type 1 Fredholm integral equations, ill-posed electrotechnical problems. 
In the article the pointwise residual method for numerical solving ill-posed systems of linear 
algebraic equations and inequalities with approximate data given in interval form, type 1 
Fredholm integral equations for class of non-negative unknown functions is considered. The 
effective algorithm and software product for numerical solving some ill-posed electrotech-
nical problems that can be reduced to above mentioned problems are proposed.  
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Е.А. МИКИШАНИНА 

КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ РЕШЕНИЙ  
ПЛОСКОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ ФИЛЬТРАЦИИ 

Ключевые слова: обобщенное дискретное преобразование Фурье, ряды Фурье, 
краевая задача, блок-схема. 
В настоящей работе для построенных с помощью обобщенного дискретного пре-
образования Фурье почти-периодических в смысле Бора решений плоской краевой 
задачи теории фильтрации предлагается алгоритм их компьютерного моделиро-
вания в системе программирования Maple. Все решения задачи получены в виде аб-
солютно сходящихся рядов Фурье, коэффициенты которых выражаются через за-
данные функции. Определены структуры искомых механических параметров, по-
строены графики, а также их приближения к граничным функциям.  

В различных областях техники и механики часто используются многослой-
ные конструкции. Актуальным в настоящее время является исследование устой-
чивости этих конструкций к разрушению под влиянием действующих на них 
нагрузок, например, исследование работы дорожных «одежд» [1]. Этот вопрос 
тесно связан с задачей определения напряжений и деформаций упругих слои-
стых систем, которые подвержены, например, силовому воздействию воды.  

В настоящей работе рассматривается плоская краевая задача теории филь-
трации для области, представляющей собой две полосы (рис. 1), когда на грани-
цах заданы напряжения в виде почти-периодических1 по Бору функций, т.е. в 
виде абсолютно сходящихся рядов Фурье с функциональными коэффициентами, 
[2, 3], а на границе раздела сред заданы условия жесткого сцепления. 

Решения подобных задач, но в других классах функций, например, с помо-
щью интегральных преобразований Фурье, представлены во многих учебных 
пособиях. 

Построение с помощью ОДФ 
почти-периодических в смысле 
Бора решений краевой задачи для 
системы дифференциальных урав-
нений имеет ряд преимуществ: 
позволяет перейти от системы 
дифференциальных уравнений в 
частных производных к системе 
обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений, а затем к системе 
линейных алгебраических уравне-
ний; процесс решения и дальней-
шего компьютерного моделирова-
ния решений достаточно прост. 

                                                      
1 Почти-периодическим (п.-п.) полиномом называется функция p(t), – < t < , являющаяся линейной 
комбинацией функций вида eit, где   R. Через ПW обозначим множество, состоящее из функций A(t) 
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Рис.1. Двухслойная полоса 

1y

1y

0

y

x  



Вестник Чувашского университета. 2016. № 1 

. 

146

В работе предлагается алгоритм построения решений в системе про-
граммирования Maple, который проиллюстрирован на тестовом примере. По-
строены графики найденных напряжений и функций потенциалов скорости 
фильтрации внутри областей и на их границах. 

Постановка задачи. Найти функции потенциала скорости фильтрации 
жидкости (m)(x, y), действующей в каждой полосе пористой области 0  y  1, 
– < x < +, (m = 1), –1  y  0, – < x < +, (m = 2), а также нормальные и 
касательные напряжения ),()( yxm

x , ),()( yxm
y , ),()( yxm

xy , удовлетворяющие 
системе восьми дифференциальных уравнений 

 

 

 


































































,0

,0

,0

,0

2

)(2

2

)(2

)(
0

)()()(

)()()(

2

)(2

2

)(2

2

)(2

2

)(2

yx

ykyx

xkyx

yxyx

mm

m
m

m

mm
y

m
xy

m

m

mm
xy

m
x

m
y

m
y

m
x

m
x

 (1) 

где km – коэффициенты фильтрации сред; )(
0

)( , mm   – объемные веса жидко-
сти и пористых тел с заключенной в них водой; m = 1, 2 [4]. 

На внешних границах сплошной среды y =1, y = –1 известны значения 
нормального и касательного напряжений, а также значения потенциала ско-
рости фильтрации: 
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где функции Fj, Gj  ПW, j =1, 2, 3, т.е. имеют структуру ,)()(
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   {}– счетное множество действительных чисел, которое 

отделено от нуля.  
На общей границе раздела сред y = 0 имеют место условия жесткого сце-

пления:  
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где k1, k2 – коэффициенты фильтрации сред. Функции u(m)(x, y), v(m)(x, y) – 
функции смещений, связанные с напряжениями формулами 
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где Em, vm – коэффициенты упругости и Пуассона, заданные для каждого слоя 
m = 1, 2.  

Решение. Пусть решения представимы в виде рядов  
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Подействуем оператором 1
0
W 1 на уравнения системы (1) и, учитывая его 

свойства, приходим к следующим уравнениям: 
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Решая систему дифференциальных уравнений (5), получим: 

 



















































 













 























.)()()(

,))()()(
1

)((

))()()(
1

)(()(

,))()(())()(()(

,)(2)()(
2

)(

)(2)()(
2

)()(

)(
2

)(
1

)(

)(
2

)(
)(

4
)(

4
)(

2

)(
1

)(
)(

3
)(

3
)(

1

)(
0)(

)(
4

)(
2

)(
3

)(
1

)(

)(
2

)(
)(

4
)(

4
)(

2

)(
1

)(
)(

3
)(

3
)(

1
)(

ymymm

ym

m

m
mmm

ym

m

m
mmm

m
m

ymmymmm

ym

m

m
mmm

ym

m

m
mmmm

ededyD

ed
k

ybbbi

ed
k

ybbbiiyC

eybbeybbyB

ed
k

ybbb

ed
k

ybbbyA

 (6) 
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находятся из системы линейных алгебраических уравнений, которая является 
следствием граничных условий и условий сцепления, т.е. из системы 

                                                      
1 Показано, что если функция ),( ytA  дифференцируема по y  p  раз и y

Wj

j
П

y
ytA




 ),(
, pj ,...,0 , то 

p

p

p

p

y
ya

y
ytAW








 ),(),(1
0


, где y

WПytA ),( (множество п.-п. функций). 



Вестник Чувашского университета. 2016. № 1 

. 

148








































































































































































 








 























 








 


















.
)1(2)1(222)1()1()1(

)1(22)1()1()1()1(

,0
2222)1()1(

2222)1()1(
,0)()()()(

,0)()()()(

,)()()(
1

)(
1

)()()()()(
1

)(
1

)()(

,0)()()()(

),()()(

,)(

)()()(1
1

)(1
1

)()(

),()()()()(

),()()(

,)()()()(1
1

)(1
1

)()(

),()()()()(

2

2
)2(

0

1

1
)1(

0)2(
2

2

)2(

2

2)2(
1

2

)2(

2

2)2(
4

2

2)2(
3

2

2)2(
2

2

2

)2(
1

2

2)1(
2

1

)1(

1

1)1(
1

1

)1(

1

1)1(
4

1

1)1(
3

1

1)1(
2

1

1)1(
1

1

1

)2(
2

2

)2(

2

)2(
1

2

)2(

2

)2(
4

2

)2(
3

2

)2(
2

2

2)2(
1

2

2

)1(
2

1

)1(

1

)1(
1

1

)1(

1

)1(
4

1

)1(
3

1

)1(
2

1

1)1(
1

1

1

)2(
2

)2(
1

)1(
2

)1(
1

)2(
21

)2(
11

)1(
22

)1(
12

)2(
0

)1(
0)2(

2
2

)2(
)2(

1
2

)2(
)2(

4

)2(
3

)2(
2

)2(
1

)1(
2

1

)1(
)1(

1
1

)1(
)1(

4
)1(

3
)1(

2
)1(

1

)2(
2

)2(
1

)1(
2

)1(
1

3
)2(

2
)2(

1

)2(

2

)2(
2

2

)2(
)2(

1
2

)2(
)2(

4
)2(

3
)2(

2
)2(

1

1
)2(

4
)2(

3
)2(

2
)2(

1

3
)1(

2
)1(

1

)1(

2
)1(

2
2

)2(
)1(

1
1

)1(
)1(

4
)1(

3
)1(

2
)1(

1

1
)1(

4
)1(

3
)1(

2
)1(

1

0

0

EE
d

kE
d

kE
b

E
b

E
b

E

b
E

d
kE

d
kE

b
E

b
E

b
E

b
E

d
kE

d
kE

b
E

b
E

b
E

b
E

d
kE

d
kE

b
E

b
E

b
E

b
E

dddd
dkdkdkdk

d
k

d
k

b

bbbd
k

d
k

bbbb

bbbb
gdede

ig

d
k

ed
k

ebebebebe

gbebebebe
fdede

ifd
k

ed
k

ebebebebe

fbebebebe

 (7) 

Система (7) имеет решение, причем единственное, при любом  из за-
данного множества. 

Вычислительный алгоритм модельной задачи. Рассмотрим случай бе-
тонных листов с заданными различными характеристиками: коэффициентами 
упругости E1 = 0,15105 МПа, E2 = 0,18105 МПа, коэффициентами Пуассона 
v1 = 0,16, v2 = 0,2, коэффициентами фильтрации k1 = 0,6 Д, k2 = 0,08 Д, объем-
ными весами воды и пористых тел с заключенной в них водой 
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Алгоритм компьютерного моделирования решения краевой задачи мож-
но изобразить в виде блок-схемы (рис. 2), где m = 1,2 – номер слоя. 

 

 Рис. 2. Блок-схема алгоритма 

Расчеты выполнялись в программной среде Maple. Для решения систем 
обыкновенных дифференциальных уравнений использовалась функция 
dsolve, для решения систем линейных алгебраическиx уравнений – функция 
solve. После выполнения расчетов система представляет возможность вывода 
результатов в виде графиков. 

Для данного тестового примера функции напряжений и потенциалов 
скоростей фильтрации внутри полос и на границах изображены на рис. 3, а, б, 
4, а, б и 5, а, б. 
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а 

 
б 

Рис. 3. Функции напряжения: а – ),()1( yxy ; б – ),()2( yxy  

 
а  

 
б 

Рис. 4. Функции напряжения: а – ),()1( yxxy ; б – ),()2( yxxy  
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Рис. 5. Функции потенциала скорости фильтрации:  

а – ),()1( yx ; б – ),()2( yx
 

 

Выводы. Получена структура искомых напряжений и потенциалов ско-
рости фильтрации, а также решения для конкретной задачи, построены с ис-
пользованием программы Maple графики искомых механических параметров 
и их приближения к граничным функциям. 

Рассмотренный метод может быть реализован для решения задач теории 
гетерогенных сред, теории упругости, теории фильтрации, теории диффузии, 
теплопроводности, электро- и магнитодинамики. 
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E. MIKISHANINA 

COMPUTER SIMULATION OF PLANAR SOLUTIONS  
OF THE BOUNDARY VALUE PROBLEM OF FILTRATION THEORY 

Key words: generalized discrete Fourier transform, Fourier series, boundary value prob-
lem, block diagram. 
In this work we built with the help of generalized discrete Fourier transforms almost-
periodic in the Bohr sense of the flat solutions of the boundary value problem of the 
theory of filtration offers the algorithm of computer simulation in the programming sys-
tem Maple. All solutions of the problem obtained in the form of absolutely converging 
Fourier series whose coefficients are expressed through the given functions. Structures of 
required mechanical parameters are defined, schedules, and also their approximations to 
boundary functions are constructed. 
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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ  
С ОСОБЫМИ ТОЧКАМИ 

Ключевые слова: математическое моделирование, динамические процессы, чис-
ленные методы, компьютерные вычисления, приближенные вычисления, методы 
системы MatLab, разработка нового математического метода моделирования, 
технические системы, динамика сложных систем, численное исследование, мето-
дики численных расчетов, вычислительные аспекты проблемы окрестностей осо-
бых точек, уточнение решений в окрестностях сингулярных точек, сингулярные 
модели. 
Динамика сложных систем (физических, биологических и др.) описывается диффе-
ренциальными уравнениями. При численном исследовании их решений в окрестно-
стях особых точек возникает проблема корректного продолжения  точного по-
падания на ту же линию семейства интегральных кривых, которая была до про-
хождения особой точки. Целью работы являются построение и апробация мето-
дик численных расчетов в окрестностях особых точек, позволяющих находить 
корректные продолжения решений. 

При моделировании динамических процессов часто используются диф-
ференциальные уравнения с особыми, сингулярными точками. Для численно-
го анализа таких моделей необходимы специфические приемы приближен-
ных вычислений. 

Пусть динамика сложной системы на отрезке [a, b] описывается диффе-
ренциальным уравнением  

 F(у(p)(t), у(p1)(t),…, у(t), у(t), t) = 0,  (1) 
удовлетворяющим начальным условиям (задача Коши): 

 у(t0) = y0, у(t0) = y0, …, у(p1)(t0) = y(p1)
0,  (2) 

где F – заданная функция; у(p)(t) – производная порядка p; у(t) – зависимая 
переменная; t  независимая переменная (время), t0 – начальный момент вре-
мени.  

Предположим, что:  
1) на [a, b] существует особая точка t*, в которой решение у(t) обращает-

ся в бесконечность (сингулярность);  
2) координаты этой точки зависят от начальных условий (подвижность). 

Требуется вычислить точное значение частного решения системы (1), (2) в 
малой окрестности такой особой точки. Например, гипербола y = 1/(t  С) 
имеет одну подвижную особую точку t* = С, тангенс  множество особых 
точек. 

Проблема состоит в том, что численное решение в окрестности такой 
особой точки построить обычным образом не удается в силу теоретических 
ограничений (деление на нуль) и компьютерных ошибок дискретизации (ма-
шинная бесконечность). Корректно продолжить решение справа от особой 
точки тоже нельзя, так как из-за вычислительных ошибок нарушается итера-
ционный процесс и теряется связь с интегральной кривой, отвечающей на-
чальным условиям. Теоретическое исследование этой проблемы восходит к 
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работам Пуанкаре [5, 6] и основано на представлении решения сходящимся 
степенным рядом в окрестности особой точки. В [3] изложен практический 
подход к решению этой проблемы, доказана теорема существования решения 
в окрестности таких точек, приведены алгоритмы их вычисления с заданной 
точностью, алгоритм построения приближенных решений в их окрестности и 
исследовано влияние погрешности исходных данных на точность решения.  

В статье исследуются вычислительные аспекты проблемы окрестностей 
особых точек, связанные с алгеброй приближенных вычислений, аналитиче-
ская теория которой практически отсутствует [7]. На практике это проявляется 
в ошибках компьютерных вычислений, вызванных различными погрешностя-
ми дискретизации, округления, устойчивости и др. Рассмотрены простые мето-
дики, позволяющие преодолеть эти погрешности и численно корректно про-
должить решение в окрестности особой точки с достаточной для практических 
целей точностью. В основе предлагаемых методик лежит идея преобразования 
бесконечного в конечное, невычислимого в вычислимое и т.д. Для этого ис-
ходная задача разбивается на несколько подзадач Коши (по числу особых то-
чек) и выбирается подходящая замена переменных (например, бесконечная 
прямая может быть преобразована в конечную окружность). Затем применяют-
ся следующие приемы численного интегрирования, позволяющие избавиться 
от сингулярности (или сдвинуть ее за пределы отрезка интегрирования):  

1) обратная замена (обращение времени) t = x сводит решение прямой 
задачи Коши на отрезке [a, b] с начальными условиями y(a) = y0 к обратной 
задачe Коши на отрезке [b, a] с начальными условиями y(b) = yкон;  

2) деформация времени (сжатие, растяжение, искривление) t = (x) или 
x = (t) сводит решение исходной задачи к новой задачe Коши на отрезке 
[(a), (b)];  

3) деформация пространства (сжатие, растяжение, искривление) y = (z) 
или z = (y) сводит решение исходной задачи к задачe Коши на том же отрез-
ке времени, но в новых зависимых переменных;  

4) деформация времени и пространства объединяет два предыдущих под-
хода);  

5) инверсная замена  два симметричных преобразования Пуанкаре 
а) t = 1/z, y = x/z и б) t = x/z, y = 1/z [6. C. 216];  

6) эталонная замена  хорошо исследованные эталоны простых функций 
с особыми точками (гипербола, тангенс и др.) можно объединить в таблицу 
эталонных замен (аналог таблицы производных для элементарных функций); 

7) специальная замена x = t  t0, z = y(t, t0, y0)  y0 сводит задачу Коши 
yt = f(x, y) к исследованию зависимости от параметров правой части уравне-
ния zx = f(x+t0, z+y0).  

Предположим, не нарушая общности, что на отрезке интегрирования су-
ществует только одна особая точка. Рассмотрим вначале деформацию време-
ни, т.е. замену только одной независимой переменной t на новую перемен-
ную x, предполагая, что формула преобразования задана явно: 

 t = (x).  (3) 
Тогда производные в (1) можно вычислить по правилам дифференциро-

вания сложных функций [2] 
 уt = уx /tx , уtt = (tx уxx  txxуx)/(tx)

3, …  (4) 
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Находя tx , txx, … из (3) и подставляя в (4), а затем (1), получим запись 
исходного уравнения в новых координатах. В частном случае при линейной 
замене независимой переменной (x) = ax + b (a > 0  скорость течения 
времени) получаем разновидности простых методик обратного интегрирова-
ния. Если связь (3) задана неявно (t, x) = 0, то соответствующие производ-
ные вычисляются по правилам дифференцирования неявных функций. Если 
вместо (3) известна только явная зависимость новой переменной через ста-
рую x = (t), то можно использовать изложенную выше методику, но проще 
выполнить обратный переход и свести все к предыдущему случаю.  

При замене одной зависимой переменной y на новую переменную z соот-
ношения (3), (4) примут, соответственно, вид y = (z) и zt = уt / уz и т.д. При 
замене и зависимой, и независимой переменных t и y на новые переменные x 
и z получим наиболее общий случай, в котором зависимые и независимая пе-
ременная могут меняться местами (симметричны): 

 t = (x, z), y = (x, z).  (5) 
По правилам дифференцирования сложных функций находим полные 

производные tx = x + z zx, yx = x + z zx, затем txx = xx + 2xz zx + zz 
(zx)2 + z zxx, yxx = xx + 2xz zx + zz (zx)2 + z zxx и т.д. Подставив эти 
выражения в (4), найдем выражения производных yt через x, z и производные 
zx и т.д. Если связи (5) заданы неявно, то соответствующие производные вы-
числяются по правилам дифференцирования неявных функций. Если вместо 
(5) известна только явная зависимость новых переменных через старые, то 
можно использовать изложенную выше методику, но проще выполнить об-
ратный переход и свести все к предыдущему случаю.  

После замены переменных получим новую задачу Коши, соответствую-
щую (эквивалентную) исходной задаче Коши (1), (2), где G = G(F) – извест-
ная (вычисляемая) функция  

 G(z(p)(x), z(p1)(x),…, z(x), z(x), x) = 0,  (6) 
с новым отрезком интегрирования [c, d] = [x(a), x(b)] и новыми начальными 
условиями 

 z(x0) = z0, z(x0) = z0, …, z(p1)(x0) = z(p1)
0.  (7) 

Критерий подходящей замены переменных, исключающей особую точку, 
можно записать в виде  

 z(x)x=t*  .  (8) 
Рассмотрим вычислительные проблемы и различные методики решения 

задачи Коши (1), (2) для уравнений с особыми точками с помощью соотно-
шений (3)–(8) на примерах уравнений Рикатти 

 у= f 2(у) + g(t),  (9) 
не решающихся в общем случае в квадратурах. В качестве инструмента ис-
следования выберем систему MatLab, включающую разные методы решения 
ОДУ [1]. 

Пример 1. Частное решение задачи Коши для уравнения Рикатти вида 
у = 1/t2 на отрезке [1, 1] при y0(t) = 1 описывается гиперболой у = 1/t и 
имеет одну особую точку в нуле t* = 0. Численное решение методом Рунге – 
Кутта на отрезке [1, 1] завершается ошибкой дискретизации справа от осо-
бой точки (Failure at t = 2.094e-152. Unable to meet integration tolerances without 
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reducing the step size …), что не позволяет продолжить решение (рис. 1). Обрат-
ное интегрирование на отрезке [1, 1] с тем же начальным значением завершает-
ся аналогичной ошибкой слева от особой точки (Failure at t = 1.933e-154) и 
дает вторую ветвь, которая не соответствует исходному начальному условию – 
ее график смещен ниже оси y = 0 (рис. 2). Две найденных таким образом вет-
ви дают приближенное (грубое) решение задачи Коши на всем отрезке интег-
рирования (слева и справа от особой точки). Это грубое решение фактически 
соответствует двум различным подзадачам Коши (прямой и обратной). Дру-
гие методы MatLab дают аналогичные ошибки и не решают проблему. 

Обратное интегрирование с пристрелкой. Для построения более точного 
решения применим метод бисекции [1], который является «быстрым» вари-
антом простейшего метода подбора. Скорректируем этим методом обратное 
интегрирование, доведя подвижную особую точку примерно до предыдущего 
значения за счет подбора начального условия второй подзадачи Коши. Най-
денное при предыдущем обратном интегрировании грубое значение особой 
точки примем как начальное приближение. Вновь интегрируем и получаем 
меньшую ошибку (t= 1.413e-154) (рис. 3). Продолжая процесс пристрелки, 
находим уточненное решение задачи Коши справа от особой точки (рис. 4). 

  
Рис. 1. y(t) на [–1, 1], y0 = 1 Рис. 2. у(t) на [1, –1], y0 = 1 

  
Рис. 3. у(t) на [–1, 10], y0 = 0,45 Рис. 4. y(t) на [1, 1], y0 = 0,1 

Отметим, что пристрелкой можно добиться любой точности, но последо-
вательные приближения правой ветви остаются некорректными, и каждая из 
них относится к другой задаче Коши. Погрешность пристрелки определяется 
«на глаз», так как критерии корректного продолжения не заданы. 

Инверсная замена. Найдем более точное решение задачи Коши для того 
же уравнения у = 1/t2 на отрезке t  [1, 1] для y0 = 1 справа от особой точ-
ки. Для этого построим корректное продолжение с помощью других (кроме 
обратного времени) замен переменных. Разобьем исходную задачу на две под-
задачи Коши – до и после особой точки. Сделаем инверсную замену t= 1/x или 
x = 1/t. Из (4) находим новые уравнение уx = 1, отрезок интегрирования 
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x  [1, 1] и начальное условие для первой подзадачи y0(x) = 1. Задача Коши в 
новых координатах уже не имеет особой точки и легко решается для любых 
значений x (рис. 5). Новое решение у(x) = x позволяет численно (в данном слу-
чае и аналитически) найти начальное условие для второй подзадачи 
у0() = уновое(1/) = 1/. Например для  = 0.1 находим у0() = 10. Как видно, ре-
шение второй подзадачи на отрезке [0.1, 1] близко к точному решению у = 1/t, 
рис. 6. При этом вторая ветвь является корректным продолжением первой.  

 
Рис. 5. у(x) на [–1, 10], y0 = 1 Рис. 6. y(t) на [0.1, 1], y0 = 10.0 

 
Рис. 7. у(t) на [0.1, 0], y0 = 10 Рис. 8. y(t) на [0.01, 0] при y0 = 100 

Дальнейшее корректное продолжение влево (ближе к особой точке) 
можно найти разными способами. Например, обратным интегрированием на 
отрезке [0.1, 0] при y0 = 10 (рис. 7). Или, еще точнее (ближе к особой точке), 
уменьшением размера окрестности. Например, если принять  = 0.01, то 
у0() = 100 (рис. 8). Этот процесс уточнения второй ветви можно продолжать 
до исчерпания дискретности разрядной сетки компьютера (машинный нуль). 
Недостатками этой методики являются сложность вычислений и необходи-
мость решения трех или четырех подзадач Коши. 

Инверсная замена (с возвратом к старым переменным). Существенно упро-
стить решение позволяет возврат к старым переменным непосредственно в про-
цессе интегрирования. Для этого достаточно «одновременно» построить реше-
ние на всем отрезке в новых (сплошная линия, совпадает с прямой на рис. 5) и 
старых (пунктир) координатах, найденных 
по формулам обратного преобразования 
(рис. 9). Эта методика не требует лишних 
промежуточных вычислений (пересчета ин-
тервалов и начальных условий) и использует 
одно-два решения задач Коши. 

Пример 2. Уравнение Рикатти вида 
у = у2 + 1 имеет общее решение в квадрату-
рах y = tg(t + C) и бесконечное множество 
особых точек. Частное решение на отрезке 
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Рис. 9. у(t) на [–1, 1],  

y0  не требуется 

-1 -0.5 0 0.5 1
-10

-5

0

5

10



Вестник Чувашского университета. 2016. № 1 

. 

158

[0, ] для y0 = 0 имеет одну особенность при t* = /2  1,570796. При численном 
решении на отрезке [0, 1.55] слева от особой точки проблем не возникает 
(рис. 10). При дальнейшем интегрировании вперед вблизи особой точки воз-
никает ошибка дискретизации (Failure at t=1.570781) и продолжение реше-
ния невозможно. Обратное интегрирование на отрезке [3, 0] также приводит к 
ошибке вблизи особой точки (Failure at t=1.429) (рис. 11). Обратное интегри-
рование с корректировкой позволяет уточнить координаты особой точки 
(Failure at t=1.578) и решение (рис. 12) и найти грубое решение задачи Коши 
слева и справа от особой точки (рис. 13). 

  
Рис. 10. y(t) на t [0, 3], y0 = 0 Рис. 11.y(t) на t[0, 3], y0 = 0.15 

  
Рис. 12. y(t) на t  [0, 3], y0 = 0.3 Рис. 13. Грубое решение y(t) 

Для уточнения решения сделаем инверсную замену t=1/x. Находим новые 
уравнение уx = (у2 + 1)/x2, отрезок интегрирования x  [, 1/] и положение 
особой точки x* = 1/t* = 2/  0.64. Критерий (8) не выполняется, и эта заме-
на не подходит. Численная проверка подтверждает это. 

Сведение к аналогичной задаче (эталону). Для некоторых типов уравне-
ний проще искать не новую замену переменных, а сводить их к решенным 
аналогичным задачам. Например, уравнение у = 1/(at + b)m сводится к 
уравнению у = 1/t2 (пример 1) очевидной заменой (at + b)m = x2. Эта методи-
ка реализуется простым пересчетом «эталонного» решения без повторного 
решения задач Коши. 

Применим ее к уравнению у = у2 + 1 на отрезке [0, ] для y0 = 0, пользу-
ясь вторым преобразованием Пуанкаре для одной переменной y = 1/z. Прямое 
интегрирование вызывает ошибку (рис. 14, совпадает с рис. 10). Тогда исход-
ная задача в новых переменных запишется в виде инверсного уравнения 
уz = 1  1/z2. Прямое интегрирование нового уравнения не вызывает ошибку 
и позволяет найти точное решение без дополнительных замен (рис. 15). Для 
справки  его общее решение y = 1/z + C совпадает с решением примера 1. 
Это инверсное уравнение можно полностью преобразовать в пример 1 заме-
ной q = z + z3/3. Применим далее методику быстрого исключения особой точ-
ки (рис. 16, совпадает с 9) и сравним с точным частным решением y = tg t 
(рис. 17). Задача решена. 
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Рис. 14. y(t) на t  [0, 3], y0 = 0 Рис. 15. у(x) на [0.1, ], y0 = 0 

 
Рис. 16. у(t) на [–1, 1], y0  не требуется Рис. 17. Точное решение y = tg x 

Пример 3. Уравнение Рикатти yt = y2 + t не решается в квадратурах. Ин-
тегрирование вперед на отрезке t  [0, 2] при y0 = 1 вызывает ошибку слева от 
особой точки (Failure at t=0.93) (рис. 18). Интегрирование назад дает грубое 
решение и ошибку справа от особой точки (Failure at t=1.09) (рис. 19). По-
строим корректное решение, подобрав подходящую замену только зависимой 
переменной. 

Деформация пространства. Преобразование z = 1/(y + 1) дает новое 
уравнение zt = zyyt = z2t  (1  z)2, которое не решается в квадратурах. При 
этом пределы интегрирования и положение особой точки не меняются (время 
сохраняется). Изменяется только 
начальное условие z(1) = 1/2. Интег-
рирование нового уравнения вперед 
не выводит особую точку за преде-
лы отрезка [0, 2], и значение z не 
может быть вычислено вблизи осо-
бой точки t = 2, рис. 20. Значит, это 
решение оказалось неудачным. 

  
Рис. 19. y(t) на t  [2,0], y0 = 0.5 Рис. 20. z(t) на t  [0,2], y0 = 1/2 

Попробуем сдвинуть особую точку вправо за пределы отрезка интегриро-
вания. Для этого заменим старое начальное условие y0 = 1 на близкое новое 
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Рис. 18. y(t) на t  [0, 2], y0 = 1 
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y0 = 0 (выбрано подбором). Интегрирование вперед дает ошибку слева от новой 
особой точки (Failure at t  1.99) (рис. 21). Вновь применим предыдущее преобра-
зование z = 1/(y + 1) и интегрируем соответствующее ему уравнение вперед с но-
вым начальным условием z(0) = 1, что приводит к новой особой точке (Failure at 
t  2.6) (рис. 22). Как видно, новое решение не содержат особых точек на отрезке 
[0, 2] и вычисляется вблизи старой особой точки с любой степенью точности. На-
пример, точному значению нового решения z(2) = 0.0138, найденному как его 

конечное значение на отрезке [0, 2], 
соответствует значение исходного 
решения y = 1/z  1 = 73.4638. Ис-
пользуя его как начальное значение 
для второй старой подзадачи, нахо-
дим корректное продолжение реше-
ния справа от особой точки (Failure 
at t = 1.98639) (рис. 23). 

 

  
Рис. 22. z(t) на t  [0, 2], z0 = 1 Рис. 23. y(t) на t  [0, 2], y0 = 73.4638 

Пример 4 (Орлов В.Н. [3]). Задача Коши для уравнения Рикатти 
y = y2 + sin t, y(1) = 1 не решается в квадратурах [4]. Интегрирование вперед 
на отрезке t  [1, 3] вызывает ошибку вблизи особой точки (Failure at 
t = 1.796639) и не позволяет продолжить решение (рис. 24). Обратное интег-
рирование с корректировкой завершается ошибкой и дает только грубое ре-
шение (Failure at t = 1.795131) (рис. 25).  

Аналогично предыдущему примеру деформируем пространство z = 1/(y + 1) 
с сохранением времени. Получим новое уравнение zt = z2sin t  (1  z)2, которое 
также не решается в квадратурах. Интегрируем его вперед на том же интервале 
t[1,3] с новым начальным условием z(1)=1/2 (рис. 26). Это приводит к ошибке в 
новой особой точке (Failure at t = 2.638087), которая отличается от старой t  1.8 
и позволяет вычислить нужные значения вблизи нее. Например, точному значе-
нию z(2) = –0.2594, найденному на конце нового решения на отрезке [1, 2], соот-
ветствует значение исходного решения y = 1/z  1 = 4.8551. Используя его как 
начальное значение для второй старой подзадачи, находим корректное продол-
жение решения справа от особой точки (Failure at t = 1.796676) (рис. 27). 

Методика специальной замены [4. С. 78] x = t  t0, z = y(t, t0, y0)  y0 сво-
дит задачу Коши yt = f(x, y) от начальных данных t = t0, y = y0 к исследованию 
зависимости от параметров правой части решения нового уравнения 
zx = f(x+t0, z+y0). Этой задачей занимался Пуанкаре [5]. 
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Рис. 21. y(t) на t  [0, 2], y0 = 0 
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Рис. 24. y(t) на [1, 3], y0 = 1 Рис. 25. y(t) на [3, 1], y0 = 0.65 

 
Рис. 26. z(t) на [1, 3], y0 = 1/2 Рис. 27. y(t) на [2, 1], y0 = 4.855 

 

Пример 5. (Следствие из теоремы о зависимости решения от параметра) 
[4. С. 86]. Рассмотрим уравнение yt = y2 + t с начальным условием t0 = 0, y0 = 1 
и подвижной особой точкой t* = 1 (пример 3). Решение этого уравнения запи-
сывается через функции Эйри [2]: 

.
))()((

))1(),1((
 

1

1

t+BtAC
t,+BtACy = 

ii

ii




 

Специальная замена x = t  t0 = t, z = y(t, t0, y0)  y0 = y(t, t0, y0)  1 дает но-
вое уравнение zx = zt tx = zy yt = y2 + t = (z + y0)

2 + x. 
Его решение через функции Эйри  

.
)()(

)),1()(),1()((

1

1010

tB+CtA
tBCtBy + Ct AtAyz = 

ii

iiii


  

Построим графики z(y0) (рис. 28–31).  

  
Рис. 28. y(t) при y0 = 0 или z(x) при z0 = 0 Рис. 29. y(t) при y0 = 1 или z(x) при z0 = 0 
   

  
Рис. 30. y(t) при y0 = 2 или z(x) при z0 = 0 Рис. 31. y(t) при y0 = 10 или z(x) при z0 = 0 

1.7 1.75 1.8 1.85 1.9
0

200

400

600

800

1000

1.5 2 2.5 3
-1000

-800

-600

-400

-200

0

1 1.5 2 2.5 3
-100

-80

-60

-40

-20

0

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
-1000

-800

-600

-400

-200

0

0 0.5 1 1.5 2
0

20

40

60

80

100

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

20

40

60

80

100

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0

20

40

60

80

100

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
0

20

40

60

80

100



Вестник Чувашского университета. 2016. № 1 

. 

162

Методики эталонной замены. Возможный вариант эталонных замен 
приведен в таблице.  

Таблица эталонных замен для исключения особых точек 

№ y(t) = y(t) = y(t)dt = Замена Результат Пример 
1  t 1 1/2t2 + C t = 1/x Исключение особой точки 1) у = 1/t2 
2  tm m tm1 tm+1/(m+1) + C, m  1    
3  1/t 1/t2 lnt+ C    
4  ln t 1/t     
5  sin t cos t cos t + C    
6  tg t 1/cos2 t  y = 1/z Исключение особой точки 2) у = у2 + 1 
7     z = 1/(y+1) Сдвиг особой точки 3) yt = y2 + t 
8     z = 1/(y+1) Сдвиг особой точки 4) y = y2 + sint 

При наличии множества особых точек описанные процедуры выпол-
няются для каждой из них. Изложенные в данной работе подходы приме-
нимы не только для задачи Коши, но и для других задач, связанных с 
уточнением решений в окрестностях сингулярных точек (краевых, в част-
ных производных, интегральных, алгебраических и даже заданных алго-
ритмически).  

В статье приведены различные методики, позволяющие преодолеть про-
блемы, возникающие при численном решении дифференциальных уравнений 
с особыми точками. Полученные результаты могут быть полезны при иссле-
довании реальных физических и биологических процессов, описываемых 
сингулярными моделями. 
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N. NOVOZHILOVA, V. FEDOTOV 

NUMERICAL SOLUTION OF DIFFERENTIAL EQUATIONS  
WITH SINGULAR POINTS 

Key words: mathematical modeling, dynamic processes, numerical methods, computing, 
approximate computing methods, MatLab, development of a new method of mathematical 
modeling, technical systems, dynamics of complex systems, numerical analysis, methods 
of numerical calculations, computational aspects of the problem of neighborhoods of sin-
gular points, clarification of solutions in the vicinity of singular points, singular model. 
Dynamics of complex systems (physical, biological, etc.) is described by differential equa-
tions. Numerical investigation of their solutions in the vicinity of singular points there oc-
curs the problem of correct continue  of exact hit on the same line of the family of 
integral curves, which existed before passing through a singular point. The aim of this 
work is the construction of and approbation of methods of numerical calculations in the 
vicinity of singular points that allow to find the correct continuation of solutions. 
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Е.В. СЛАВУТСКАЯ, В.С. АБРУКОВ, Л.А. СЛАВУТСКИЙ 

НЕЙРОСЕТЕВОЙ СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ  
УРОВНЕВЫХ ПСИХОЛОГИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК 

Ключевые слова: искусственные нейронные сети, системный анализ, психодиагно-
стика, уровневые психологические характеристики.  
Аппарат искусственных нейронных сетей (ИНС) используется для системного ана-
лиза данных психодиагностики. Показано, что обучение ИНС, как задача нелинейной 
многопараметрической оптимизации, позволяет оценить связи между разноуровне-
выми психологическими характеристиками. Предлагаются количественные стати-
стические критерии оценки качества ИНС моделей. Анализ авторских данных пси-
ходиагностики позволил обнаружить латентные связи между разноуровневыми пси-
хологическими характеристиками детей предподросткового возраста. 

Аппарат искусственных нейронных сетей (ИНС) основан на принципах 
когнитивной науки [15, 21] и может использоваться в практической психоло-
гии [12, 14, 18]. При этом широкого распространения для обработки, анализа 
и моделирования данных психодиагностики ИНС пока не получили. Главная 
причина этого – отсутствие универсальных правил процесса обучения ИНС 
[11, 17], которые определяются объемом и качеством данных, числом факто-
ров и целевых функций, а также сложность в интерпретации полученных ре-
зультатов. Чаще всего аппарат ИНС используется для автоматизации самой 
процедуры медико-психологической диагностики [20] или – при построении 
моделей в психофизиологии [16].Обучение нейронной сети требует профес-
сиональной подготовки, и абсолютное большинство психологов предпочита-
ет пользоваться традиционными статистическими методами анализа [8]. 
Оценка численных показателей психологических признаков при обучении 
ИНС часто оказывается в практической психологии некорректной и приводит к 
низкой достоверности полученных результатов. Это является результатом высо-
кой неоднородности психодиагностических данных, полученных в разное время, 
разными психологами, в разных условиях и т.д. В настоящей работе ИНС предла-
гается использовать для системного анализа взаимосвязей разноуровневых пси-
хологических характеристик с помощью статистической оценки качества ИНС 
моделей.  

В нашей стране огромный вклад в разработку системного подхода в психо-
логии внесли такие видные деятели отечественной психологической науки, как 
Б.Г. Ананьев, А.П. Анохин, С.Л. Рубинштейн, Б.Ф. Ломов. Ими были разработа-
ны принципы системного подхода в психологии в качестве основного инстру-
мента познания психики человека. Это позволило анализировать психические 
явления с точки зрения взаимодействия внешних (социальных) и внутренних 
(природных и психологических) факторов как единое целое. 

По Б.Ф. Ломову, психика как система представляет собой многомерное и 
иерархически организованное динамическое целое. В иерархии психики чело-
века выделяются ее уровни. В этом контексте на самом высоком уровне изу-
чается личность и рассматривается система отношений человека. На сле-
дующем, втором, уровне находятся свойства личности, проявляющиеся в ее 
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деятельности и поведении. На третьем, более низком, уровне, рассматрива-
ются психические процессы и состояния, например, мышление, память, вни-
мание и т.д. Б.Ф. Ломов считал, что этот уровень связывает психологию с ма-
тематикой и физикой. На базовом, самом нижнем, уровне располагаются 
биологические задатки и структуры физиологического обеспечения психиче-
ских процессов, что связывает этот уровень с биологическими науками и 
нейрофизиологией. Система психических явлений состоит из разных уров-
ней. Психика разделяется на когнитивную, коммуникативную и регулятив-
ную, изучается каждая на своем уровне и представляет собой сложно органи-
зованное целое, начиная от работы мозга, функционирования психических 
процессов до проявления свойств личности в деятельности и общении, как 
бессознательное и сознательное. Такое единое целое представляет собой не-
кий «функциональный организм», позволяющий индивиду ориентироваться и 
успешно адаптироваться в быстро меняющемся мире. При учете детерминант 
развития психики необходимо опираться на совокупность свойств различного 
порядка: причинно-следственные характеристики, межфункциональные свя-
зи, опосредующие звенья, внешние и внутренние факторы психического раз-
вития, так как в одних условиях одни и те же факторы могут выступать как в 
виде предпосылок, так и в виде опосредующих развитие звеньев либо само-
стоятельных характеристик. Специфические взаимосвязи многоуровневых 
характеристик, объединяясь в динамическое целое, определяют результат 
(картину психического развития) той или иной возрастной стадии и служат 
прогнозом развития для последующей. Концепция уровней исследования че-
ловека и его психики предоставляет возможность для систематизации полу-
чаемых в психологии данных [7]. 

В детской психологии особого внимания требуют переходные и кризис-
ные возрастные периоды, психологическое содержание которых до сих не-
достаточно изучено. Психическое развитие в это время определяется специ-
фической динамикой, отличной от стабильных возрастов, и зависит от боль-
шого числа разнообразных многоуровневых характеристик: социально-
психологических факторов, гендерных особенностей, уровневых характери-
стик интеллекта, индивидуально-психологических различий [9, 10]. Одним из 
таких сложных возрастных периодов является предподростковый возраст 
[12]. Для изучения психического развития школьников предподросткового 
возраста системный анализ многоуровневых психологических характеристик 
является особо актуальным.  

Методика анализа. В исследовании использовались стандартизирован-
ные методы психодиагностики, выбор которых определялся следующими 
критериями: выявление разнообразных разноуровневых психологических 
показателей школьников, достаточное количество признаков для проведения 
интеллектуального анализа данных, последующего системного анализа осо-
бенностей психического развития детей на этом возрастном отрезке.  

В обследовании приняли участие 90 школьников 5-х классов. 
Проведена психодиагностика следующих уровневых психологических 

характеристик школьников: 
 самый высокий, личностный, уровень представлен показателями отноше-

ний Д1 – отношение к значимым родственникам – отцу, матери; Д2 – взаимоот-
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ношения со сверстниками; Д3 – отношение к школе, учителям; Д4 – отношение 
к себе (тест «Незаконченные предложения» В. Михала для детей 7-12 лет в адап-
тации Д.В. Лубовского) и мотивационными характеристиками (потребность в 
достижении – ПД, тест «Потребность в достижениях» Ю.М. Орлова); 

 к свойствам второго уровня относятся двенадцать личностных черт по  
12-факторному личностному опроснику Р.Б. Кеттелла и Р.В. Коана для детей 
8-12 лет [19]; 

 уровень психических процессов и состояний определялся с помощью 
свободно культурного интеллектуального теста Р.Б. Кеттелла, выявлялся флю-
идный интеллект, выражающийся в виде коэффициента интеллекта IQ [19]; 

 в качестве базового, нижнего, уровня биологических задатков и физио-
логического обеспечения психических процессов рассматривался тип нервной 
системы по психомоторным показателям (теппинг-тест Е.П. Ильина). 

Создавая свободно культурный тест интеллекта, Р.Б. Кеттелл предпола-
гал, что он будет выявлять биологически заданный интеллект, сформирован-
ный на базе архитектоники коры больших полушарий. Поэтому в нашем ис-
следовании мы объединили показатели биологических задатков и характери-
стики обеспечения психических процессов и состояний в один уровень. 

Вертикальный системный анализ в психологии подразумевает, как прави-
ло, нахождение причинно-следственных связей между психологическими ха-
рактеристиками разных уровней. Соответствующие результаты тестов или оп-
росников чаще всего имеют разные шкалы. Многие психологические показате-
ли описываются всего несколькими целочисленными значениями. Примером 
может служить признак пола как одна из характеристик базового уровня. Эта 
характеристика принимает всего два значения. В этих условиях нахождение 
связей между характеристиками разных уровней при помощи традиционного 
корреляционного анализа оказывается затруднительным. В настоящей работе 
для оценки связи между характеристиками разных уровней предлагается ис-
пользование аппарата искусственных нейронных сетей (ИНС), в частности 
оценка качества обучения соответствующих ИНС моделей. Пример такого 
анализа показан на рис. 1. На вход сети подаются значения личностных качеств 
по Р.Б. Кеттеллу (психологические характеристики второго уровня). А целевой 
функцией является коэффициент интеллекта IQ, который относится к психоло-
гическим характеристикам нижнего уровня (индивидуально-психологические, 
биологически детерминированные характеристики). 

При проведении исследований использовалась отечественная аналитиче-
ская платформа «Deductor» [3, 4], содержащая в себе средства оценки качест-
ва данных, их «очистки» от дубликатов и противоречий и «аномальных» зна-
чений, средства предварительного анализа данных (парциальная обработка, 
факторный и корреляционный анализы), методы интеллектуального анализа 
данных, включая ИНС, различные средства визуализации результатов анали-
за и моделирования. 

Качество нейросетевой модели можно оценить по диаграмме рассеяния – 
разбросу значений целевой функции при обучении сети. Количественными 
критериями могут служить среднеквадратичное отклонение (ошибка) и про-
цент распознаваемых связей при заданной ошибке.  
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Рис. 1. Структура ИНС, диаграмма рассеяния и гистограмма распределения среднеквадратич-
ной ошибки при обучении сети для девочек и мальчиков. Интерпретация личностных качеств в 

12-факторном опроснике Р.Б. Кеттелла и Р.В. Коана (CPQ):  
A – общительность – замкнутость; B – абстрактное – конкретное мышление;  

C – эмоциональная стабильность – неустойчивость; D – возбудимость – уравновешенность;  
E – независимость – покорность; F – беспечность – озабоченность; G – высокая –  
низкая дисциплинированность; H – смелость – робость; I – мягкость – твердость;  

O – тревожность-спокойствие; Q3 – высокий – низкий самоконтроль; Q4 – напряженность –
расслабленность. IQ – коэффициент интеллекта  

по результатам свободно культурного теста Р.Б. Кеттелла 
 
Пример гистограммы распределения среднеквадратичной ошибки по ин-

тервалам показан в верхней части диаграммы. Сравнивая гистограммы для 
разных моделей, можно выбрать лучшую, т.е. модель с наиболее предпочти-
тельным видом функций распределения (плотности распределения) ошибок. 
Численными критериями могут служить максимальная среднеквадратичная 
ошибка макс (в данном случае макс = 7,8%) и число примеров n (в абсолют-
ных единицах и процентах), обладающих ошибкой в 5% (0,05) или 1% (0,01) 
(в данном случае n0,05 = 97%, n0,01 = 80%) (см. рис. 1). Таким образом, каче-
ство ИНС модели и процент распознаваемых при обучении сети связей под-
даются традиционному статистическому описанию с доверительным интер-
валом и уровнем значимости. 

Для психологических задач важным является возможность оценить на-
личие опосредованных (латентных) связей. Для этого можно менять количе-
ство входных параметров сети (признаков) и после оценки качества модели 
сделать выводы о тех входных параметрах (психологических признаках), ко-
торые являются наиболее важными. Приведенный выше пример анализа и 
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численные критерии оценки ИНС моделей позволяют, меняя структуру ИНС, 
входные признаки и целевую функцию проводить вертикальный системный 
анализ уровневых психологических характеристик. 

Результаты анализа. Для системного анализа гендерных различий меж-
функциональных связей аппарат ИНС может использоваться после раз-
деления респондентов по признаку пола. Для примера на рис. 2 показаны 
результаты обучения ИНС отдельно для мальчиков (41). В этом случае 
признак пола на входе сети отсутствует. В остальном структура сети 
аналогична структуре на рис. 1.  
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Рис. 2. Структура ИНС, диаграмма рассеяния  

и распределение среднеквадратичной ошибки при обучении сети  
после разделения респондентов по признаку пола (мальчики) 

 
Как видно из диаграммы рассеяния (рис. 2), качество ИНС модели для де-

тей одного пола повышается. Здесь максимальная ошибка макс = 2,6%, 
n0,01 = 91%. Для девочек (49) качество модели мало отличается от результатов, 
полученных на общей выборке (рис. 1). Это позволяет сделать предваритель-
ный вывод о более структурированных связях личностных черт с коэффициен-
том интеллекта IQ у мальчиков по сравнению с таковым у девочек [14]. Для 
подтверждения этого вывода с использованием полученных ранее данных [13] 
построена ИНС модель для мальчиков, позволяющая выделить наиболее свя-
занные с IQ личностные качества. Оказывается, что для получения качествен-
ной ИНС модели для мальчиков на входе нейронной сети достаточно исполь-
зовать только три признака из 12 личностных черт Р.Б. Кеттелла. Соответст-
вующая структура ИНС показана на рис. 3.  



Информатика, вычислительная техника и управление 

. 

169

Для модели, представленной на 
рис. 3, максимальная ошибка составила  
макс = 3,2%, n0,01 = 86%. Для девочек со-
ответствующего результата добиться не 
удается. Для них с уменьшением входных 
признаков (в любой комбинации) качест-
во обучения ИНС ухудшается. Процент 
распознаваемых связей оказывается ни-
же, чем в общей выборке (рис. 1), и  
макс  13,6%. Это подтверждает сделан-
ный ранее вывод [9] о более однотипных 
связях психологических признаков у 
мальчиков в этом возрасте. 

Для оценки опосредованных (ла-
тентных) связей уровневых психологи-
ческих характеристик строилась ИНС 
модель, на вход которой подавались значения биологически детерминирован-
ных характеристик нижнего уровня (пол, IQ, результаты тепинг-теста T, харак-
теризующие тип нервной системы), а целевой функцией нейронной сети по-
следовательно служили личностные характеристики наиболее высокого уровня 
(потребность в достижении ПД, отношения: к семье – Д1; сверстникам – Д2; 
школе – Д3; себе – Д4) (см. рис. 4). 

По результатам последовательного анализа связей психологических харак-
теристик базового нижнего и верхнего личностных уровней обнаружено, что 
качество ИНС модели рис. 4 существенно зависит от целевой функции – лич-
ностной характеристики высшего уровня. Если для Д4 и Д2 обучение сети по-
зволяет говорить о наличии устойчивой связи входных и выходных характери-
стик макс = 0,77%, n0,01 = 100% и макс = 6,2%, n0,5 = 95%, n0,01 = 80%, соответст-
венно, то для ПД, Д1, Д3 качество обучения сети оказывается очень низким. 
Для ПД макс = 12%, n0,5 = 86%, n0,01 = 0%; для Д1 макс = 16%, n0,5 = 72%, 
n0,01 = 0%; для Д3 макс = 20%, n0,5 = 76%, n0,01 = 0%.  

 Таким образом, можно предпо-
ложить, что существует значимая 
взаимосвязь характеристик базового 
нижнего уровня – интеллекта (IQ) и 
типа нервной системы (Т) с такими 
показателями высшего уровня, как 
отношение к себе (Д4) и сверстни-
кам (Д2). А мотивация, отношение к 
семье и к школе зависят от большего 
количества факторов. 

Для оценки этих факторов необ-
ходимо принимать во внимание пси-
хологические характеристики сред-
него уровня. Обнаружено, что такими характеристиками могут быть коммуника-
тивные признаки в 12-факторном опроснике Р.Б. Кеттелла и Р.В. Коана (CPQ): 
A – общительность – замкнутость; H – смелость – робость в общении (см. 

Рис. 3. ИНС модель  
с тремя личностными чертами,  
наиболее тесно связанными с IQ  

(мальчики) 

 
Рис. 4. ИНС модель  

для исследования связей  
характеристик нижнего и верхнего уровней
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рис. 5). Если на вход ИНС модели вместе с 
показателями нижнего уровня подаются 
значения этих признаков, то качество обу-
чения нейронной сети существенно улуч-
шается для целевых функций, качество 
ИНС моделей с которыми оказалось низ-
ким для структуры нейросети рис. 4. Для 
ПД макс = 4,8%, n0,5 = 100%, n0,01 = 86%; 
для Д1 макс = 16%, n0,5 = 87%, для Д3 
макс = 5,7%, n0,5 = 81%, n0,01 = 62%.  

В прикладном плане полученные ре-
зультаты требуют дополнительных иссле-
дований, последующего всестороннего ана-
лиза и психологической интерпретации. 

Выводы. Результаты психодиагно-
стических срезов представляют собой 
сложный прикладной объект. Систем-
ный анализ таких данных чаще всего 
предполагает их вероятностное (стати-
стическое) описание. Предлагаемый в 

настоящей работе подход, основанный на использовании аппарата искусст-
венных нейронных сетей, позволяет обнаружить опосредованные латентные 
связи между психологическими характеристиками. Традиционный для пси-
хологии корреляционный и факторный анализ требует существования ли-
нейной связи между психологическими признаками и не позволяет даже 
качественно оценить нелинейные связи. Обучение ИНС, как многопарамет-
рическая задача нелинейной оптимизации, с оценкой качества модели при 
помощи традиционных средств статистической теории оценивания может 
являться очень эффективным инструментом системного анализа в психоло-
гии. Перспективы применения ИНС в психологических исследованиях свя-
заны с решением различных задач анализа и моделирования данных [1, 2] и 
созданием баз знаний [5]. 
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E. SLAVUTSKAYA, V. ABRUKOV, L. SLAVUTSKII 

NEURAL NETWORK SYSTEMS ANALYSIS  
OF THE SPLIT-LEVEL PSYCHOLOGICAL CHARACTERISTICS 

Key words: artificial neural networks, systems analysis, psycho-diagnostics, split-level 
psychological characteristics. 
The artificial neural networks (ANN) is used for system analysis of a psycho-diagnostic 
data. It is shown that the training of ANN, as a problem of nonlinear multi-parameter op-
timization, enables to evaluate the relationship between psychological characteristics of 
different levels. The quantitative statistical criteria for evaluating the quality of the ANN 
models are available. It is shown that the analysis of psycho-diagnostics allows to detect 
latent interconnections between the split-level psychological characteristics of children of 
pre-adolescent age. 
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В.Х. ФЕДОТОВ, Н.В. НОВОЖИЛОВА  

ВЫСОКОТОЧНЫЙ МЕТОД ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ  
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Ключевые слова: математическое моделирование, численное интегрирование 
дифференциальных уравнений, высокоточный численный метод решения задачи 
Коши, динамические процессы в областях науки и техники, численные методы, 
компьютерные вычисления, сложные технические системы. 
Точность численного интегрирования дифференциальных уравнений зависит от 
малоизученных законов алгебры приближенных вычислений  погрешностей мето-
дов, дискретизации, устойчивости разностных схем и др. Как следствие, на каж-
дой итерации решается задача, отличная от предыдущей, что приводит к накоп-
лению ошибки расчета (эффект «сползания»). В работе описан и апробирован 
простой высокоточный численный метод решения задачи Коши без использования 
высших производных и с минимальным эффектом «сползания». 

Обыкновенные дифференциальные уравнения (ОДУ) часто используются 
в качестве математических моделей сложных динамических процессов в раз-
личных областях науки и техники. При этом, как правило, эти уравнения не 
решаются аналитически, а исследуются с помощью различных численных 
методов. 

Рассмотрим задачу Коши для системы ОДУ  
 y  dy/dt = f(у(t), t), у(t0) = y0,  (1) 

где у(t) = (y1, y2,…, yk) – вектор зависимых переменных; y0 – начальное значе-
ние; t  независимая переменная (время); t0  начальный момент времени (на-
чало эволюции); f – известная (заданная) функция.  

Задача Коши в общем виде не имеет точного решения в квадратурах [3]. 
Численные методы решения основаны на различных разностных схемах, 
представляющих собой конечное приближение бесконечного ряда, аппрок-
симирующего функцию у(t). Чем выше порядок приближения, тем, как пра-
вило, ниже погрешность метода (увеличения порядка приближения не обяза-
тельно снижает погрешность). Все применяемые на практике численные ме-
тоды без используют высшие производные и характеризуются погрешностью 
порядка O(5), где  << 1.  

Целью данной работы является построение простого численного метода 
решения задачи Коши с минимальной погрешностью без использования 
высших производных.  

Численные методы решения систем ОДУ включают одношаговые (мето-
ды Эйлера, методы Рунге – Кутта), многошаговые (методы Адамса), адаптив-
ные с автоматическим выбором шага и др., модифицированные (прогноза и 
коррекции), а также их комбинации [2]. Предлагаемый ниже метод можно 
отнести к модификациям одношаговых методов Эйлера или методам прогно-
за и коррекции. 

Одномерные системы. Рассмотрим вначале одномерный вариант. Од-
ношаговые методы являются простейшим способом численного интегриро-
вания ОДУ, основанным на аппроксимации непрерывной и бесконечно-
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дифференцируемой функции у(t), конечным числом p членов бесконечного 
ряда Тейлора в малой окрестности начального приближения [3] 

 y(t0+h)  y(t0) + y(t0)h + y (t0)h2/2!+ y (t0)h3/3! +…. + y(p)(t0)h 
p /p!,  (2) 

где h – шаг (предполагается постоянным).  
Это предположение не существенно для целей данной работы и не нару-

шает общности анализа, так как нас интересует точность вычислений, но не 
их скорость. Погрешность формулы (2) (остаток порядка p) определяется 
бесконечным, вообще говоря, рядом 

 Rp(h) = y(p+1)(t0)hp+1 /(p+1)! + y(p+2)(t0)hp+2 /(p+2)! + …  o(hp)  O(hp+1),   (3) 
где O(hp+1) обозначает бесконечно малую порядка p + 1, т.е.  Chp+1 (C  1), а 
o(hp) – бесконечно малую более высокого порядка, чем p, т.е.  hp+1 ( << 1). 

Основной вклад в эту погрешность в случае общего положения вносит 
первое слагаемое, зависящее от (p + 1)-й производной в точке t0 и шага h. 
Сумма остальных образует погрешность порядка малости p + 2 и т.д.  

При разработке алгоритмов численных вычислений аналитические соот-
ношения представляют в виде дискретных итерационных формул. Подстав-
ляя в (2) вместо y ее известное значение f из (1) с учетом (3) при p = 1, полу-
чим обобщенную разностную формулу первого порядка: 

 yn+1 = yn + h y(tn) + R1(h)  yn + h f(yn, tn)+ R1,n, n = 0, 1, 2,…. ,  (4) 
где yn – значение на предыдущей итерации; yn+1 – значение на следующей 
итерации; R1,n – локальная ошибка на текущей итерации; 0 <h <<1 – шаг раз-
ностной схемы.  

В этом случае основной вклад в погрешность вносит вторая производная 
в точке tn. При R1(h) = 0 из (4) следует классический метод Эйлера первого 
порядка, для которого локальная ошибка максимальна R1,n = RЭйлера  O(h2).  

На практике погрешность итерационных формул вида (4) зависит от мало-
изученных законов алгебры приближенных вычислений (нарушение комму-
тативности и др.) [5]  локальной ошибки метода (на данной итерации), оши-
бок дискретизации (округлений, отсечений), устойчивости разностных схем и 
др. Их следствием является то, что вычисление yn+1 для каждой итерации 
фактически означает решение задачи Коши, отличной от предыдущей, так 
как представляет собой линию семейства кривых y(t, С) с началом в точке yn. 
Этот эффект «сползания» может привести к накоплению больших глобаль-
ных ошибок R(h)  Rp(h) на всем интервале интегрирования. Например, гло-
бальная ошибка метода Эйлера на порядок выше локальной R(h)  O(h) [5]. 
Бесконечный остаток Rp(h) в соотношении (3) является ошибкой метода, а его 
конечное приближение R1,n в (4) является ошибкой дискретизации. Они близ-
ки, но не равны и обе «немного» отличаются от неизвестной (истинной, точ-
ной) локальной ошибки En решения исходной задачи Коши (1), так как не из-
вестно ее точное решение y(tn). Критерий высокой точности численного ре-
шения задачи Коши запишем в виде задачи нелинейной минимизации ло-
кальной ошибки на интервале [tт+1, tn]: 

 R1,n  En  yn+1y(tn) min.  (5) 
Соотношения (4), (5) за счет выбора разных способов оценки остатка позво-

ляют конструировать алгоритмы численного интегрирования различной точно-
сти. Например, оценка остатка в форме Шлёмильха – Роша использует значение 
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второй производной внутри отрезка (tт+1,tn). Ее частными случаями являются 
оценки Лагранжа – Коши [4] 

 R1,n  RЛагранж = y(n)h2/2  RКоши = y(n)(1n)h2  O(h2),  (6) 
где n  tn+nh, 0 < n < 1.  

Позднее Пеано получил оценку RПеано = nh2/2  o(h2), где n  n(h)  0 
при h  0  неизвестная функция [4. С. 295], которая еще неопределеннее. 
Примерно в это же время Рунге [1] предложил, по-видимому, наиболее про-
стую оценку 

 R1,n  RРунге = Сhpy p1(n)  O(hp),  (7) 
где С – константа. 

Эти оценки используют значения высших производных в неопределен-
ных точках и являются разновидностями теорем о среднем [3], которые не-
достаточно конструктивны. Если высшие производные можно найти из усло-
вий задачи (1) через полные дифференциалы y= fу f + ft, y= fуy f 2 + fу2 + ftt, то 
n , n , n остаются неизвестными1. 

Найдем более точные и конструктивные формы оценки R1,n, не исполь-
зующие высшие производные. Рассмотрим поведение у(t) вблизи точки tn. 
Локально любую непрерывную и дифференцируемую функцию можно счи-
тать монотонной (не обязательно строго). Возможные случаи:  

1) у(t) выпукла вниз (лежит над касательной);  
2) у(t) выпукла вверх (лежит под касательной);  
3) у(t) имеет перегиб (лежит по разные стороны от касательной). Рас-

смотрим их подробнее. 
Случай 1. Пусть функция у(t) на интервале [tn, tn+1] лежит над касательной 

(выпукла вниз, y(tn)  0, y(tn) > 0). Тогда метод Эйлера на каждой итерации 
занижает значение yn+1 по сравнению с точным значением y(tn) на неизвестную 
величину E = yn+1  y(tn)  R1,n. Оценим ее через первые производные, значе-
ния которых y(tn) = f(tn) для задачи Коши известны в любой предыдущей точке. 
Очевидно, что грубой оценкой является разность между двумя последователь-
ными приближениями R1,n < |yn+1  yn| = h|y(tn)|. Модули учитывают знак произ-
водной sign y(tn)  0, который может быть любым. Улучшим оценку за счет 
неизвестного значения первой производной на правом конце tn+1 интервала 
R1,n < h|y(tn)| < h|y(tn+1)|. Эту оценку можно улучшить за счет другого значения 
первой производной в точке n  tn + n(tт+1  tn) = tn + nh = ntn+1 + (1  n)tn, 
0 < n < 1, расположенной немного левее n = 1   правого конца интервала 
R1,n < h|f(n)|. Понятно, что улучшение можно продолжать, сдвигаясь еще ле-
вее. При этом внутри интервала должно существовать неизвестное оптималь-
ное значение n*, обеспечивающее минимум ошибки En (разновидность тео-
рем о среднем) [3]  

 h min| f(tn+n*h)|  Rоптим  h |y(n*)|  h max| f(tn+n*h)|,  (8) 
где n*  tn + n*h – оптимальное значение; 0 < n* < 1 – коэффициент опти-
мальной точности.  

                                                      
1 Примечание. Теорема о среднем [1, 4]. Если функция f(t) непрерывна и дифференцируема на 
(a, b), то существует такое число , что f(b)  f(a)=f ()(b  a), где   a + (b  a), 0 <  < 1. 
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Оценка (8) в отличие от (6) использует только первую производную. 
Наиболее близкой к (8) является оценка Рунге (7), использующая производ-
ные на единицу меньшего порядка, включая и первый. Отличие (8) от (7) со-
стоит в том, что она вообще не зависит от производных высших порядков.  

Чтобы сделать оценку (8) конструктивной, зададим алгоритм вычисления 
y(n*). Проще всего это сделать с помощью линейной y(n*)  n*y(tn) + n, 
квадратичной или кубической интерполяции [3]. Для линейной интерполяции 
при n = 0 соотношение (4) с учетом (8) запишется в виде оптимизированного 
алгоритма Эйлера 

yn+1  yn + hyn + Rоптим = yn + hyn + nhyn = 
= yn + h(1 + n*)yn, n = 0, 1, 2, …. .

(9) 

Критерием точности выберем разность между интерполированным зна-
чением и нужным числом членов остатка. Для определения нужного числа 
членов остатка Rp(h) зададим желаемую точность O(hk). Тогда критерий (5) 
запишется в виде полиномиального уравнения, корни которого дают опти-
мальные значения n*: 
 En  Rоптим  Rk(h)  h[n*|yn|  y(p+1)

n h p /(p+1)!] = 0, p = 1, 2, 3, …, k1.  (5) 
Для линейной интерполяции, соответственно, получим единственное оп-

тимальное значение  
 n* = y(p+1)

nhp /[(p+1)!|yn|], p = 1, 2, 3, …, k1.  (10) 
Чтобы обеспечить точность O(h2), полагаем k = 2, т.е. p = 1, и из (10) 

получим n* = yn h /(2|yn|). Чтобы обеспечить точность O(h3), полагаем k = 3 
и из (10) получим n* = [ynh/2 + yn h2/6]/|yn| и т.д. Отметим, что критерий 
точности (5) в отличие от самого метода (9) использует производные высших 
порядков. Однако практика показывает, что достаточно применить его один 
раз на первом (самом грубом) шаге. В численных вычислениях критерием 
точности обычно считают абсолютную величину разности двух последова-
тельных приближений n  |yn+1  yn|, которая легко вычисляется, но отличает-
ся от истинной погрешности En и может неверно оценивать реальные ошибки 
вычислений. Критерий (5) в этом смысле, конечно, объективнее.  

Возможны и другие способы определения оптимального значения n*. 
Если разложить в ряд не само решение, а производную y(t0+h)  y(t0) +  
+ y(t0)h + y(t0)h2/2! + …. и вновь применить линейное приближение, то 
получим рекуррентное соотношение fn+1  fn + f n h для вычисления первой 
производной решения на конце интервала. С его помощью получаем урав-
нение касательной в конце интервала. Затем параллельно переносим ее в 
начало интервала. Полученная линия представляет собой секущую, прохо-
дящую через начало интервала, но выше его конца. Точка ее пересечения 
(t*, y*) с вертикалью t = tn+1 дает уточнение верхней оценки (8) Rоптим   
 h|y(n*)|  h|f(t*)|. 

Простейшими методами определения n* являются перебор и различные 
эвристики. Например, для простейшей эвристики «среднего» средн = 1/2 и 
оценка (8) запишется 
 R1,n  Rсреднее = 0,5hyn.  (11) 
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Для эвристики «золотого» сечения 1/ = /(1 – ) существуют два сим-
метричных значения золот  0,382, 1 – золот  0,618 и два варианта записи 
оценки (8) Rзолото1 = 0,382h|yn|, Rзолото2 = 0,618h|yn|. Сравним найденные моди-
фикации метода Эйлера с точными значениями, оценкой Лагранжа и метода-
ми Эйлера первого (Эйлер1) и второго (Эйлер2) порядка.  

Пример 1. Решим задачу Коши для уравнения y = ay при t0 = 0, y0 = 1 на 
отрезке [0, h] для разных h. Ее точным решением является функция y(t) = eat, 
которая выпукла вниз (лежит над касательной) и зависит от числа a. При a < 0 
решение и ошибки затухают, при a > 0 – неограниченно возрастают. Пусть 
a = 10 (устойчивый случай). Расчет по методу Эйлера1 дает сильно занижен-
ное значение yЭйлер = 0,0. Расчет по методу Эйлера2 требует вычисления второй 
производной y =fуf + ft = a2y, но дает завышенное значение. Оценка Лагранжа 
также требует расчета второй производной и неизвестного значения n, на-
пример n = 1/2. Оптимизированные модификации метода Эйлера проще и 
точнее (табл. 1–4). 

Таблица 1 
Точность модификаций метода Эйлера  

для уравнения y = ay при h = 0.1, a = 10 (y0 = 1) 
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Э
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0,00 1,00 1,00 0,00 1,00 0,00 1,00 0,00 1,00 0,00 1,00 0,00 1,00 0,00 1,00 0,000000 
0,10 0,37 0,00 –0,37 0,25 –0,12 0,50 0,13 0,50 0,13 0,38 0,01 0,62 0,25 0,37 0,000021 
0,20 0,14 0,00 –0,14 0,06 –0,07 0,25 0,11 0,25 0,11 0,15 0,01 0,38 0,25 0,14 0,000015 
0,30 0,05 0,00 –0,05 0,02 –0,03 0,13 0,08 0,13 0,08 0,06 0,01 0,24 0,19 0,05 0,000008 
0,40 0,02 0,00 –0,02 0,00 –0,01 0,06 0,04 0,06 0,04 0,02 0,00 0,15 0,13 0,02 0,000004 
0,50 0,01 0,00 –0,01 0,00 –0,01 0,03 0,02 0,03 0,02 0,01 0,00 0,09 0,08 0,01 0,000002 
0,60 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,02 0,01 0,02 0,01 0,00 0,00 0,06 0,05 0,00 0,000001 
Глобальная ошибка –0,58 –0,25 0,40 0,40 0,04 0,95  0,00005 

 

По строке 2 видно, что наименьшую локальную ошибку на первом шаге 
дают методы золотого сечения Eзолото1 = 0,01  O(h2) и оптимальный 
Eоптим = 0,00002  O(h5), полученные при значении оптим  0,3679, найденном 
бисекцией. Оптимальное значение по формуле (10) для p = 1 равно 
n* = ah/2 = 1/2, что совпадает с модификацией среднего.  

Для p = 2  
n* = ah/2 + a2h2/6 = 1/2 –1/6 = 1/3. 

Для p = 3  
n* = ah/2 + a2h2/6  a3h3/24 = 1/3 + 1/24 = 9/24  0,375.  

Для p = 4  
n* = ah/2 + a2h2/6  a3h3/24 + a4h4/120 = 1/3 + 1/24 = 

= 9/24  1/120 = 44/120  0,366667. 
Для p = 5  

n* = ah/2 + a2h2/6  a3h3/24 + a4h4/120  a5h5/720 =  
= 44/120 + 1/720 =265/720 = 0,368056.  
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Для p = 6  
n* = ah/2 + a2h2/6  a3h3/24 + a4h4/120  a5h5/720 + a6h6/5040 = 

= 265/720  1/5040 = 0,367857 оптим.  
Это значение обеспечивает нужную точность.  

Ошибка метода «Среднее» Eсреднее = 0,4  O(h), который также не исполь-
зует вторую производную, сравнима с ошибками по Лагранжу и методу Эй-
лера второго порядка. Наименьшую глобальную ошибку дал также опти-
мальный метод, даже без пересчета оптимального значения на каждом шаге. 
Если на каждом шаге пересчитывать значения оптим, то результаты будут еще 
точнее. Для a = 10 (неустойчивый случай) оценки приведены в табл. 2. 

Таблица 2 
Точность модификаций метода Эйлера  

для уравнения y = ay при h = 0.1, a = +10 (y0 = 1) 
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0,00 1,00 1,00 0,00 1,00 0,00 1,00 0,00 1,00 0,00 1,00 0,00 1,00 0,00 1,00 0,000000 
0,10 2,72 2,00 –0,72 2,25 –0,47 2,50 –0,22 2,50 –0,22 2,38 –0,34 2,62 –0,10 2,72 0,000718 
0,20 7,39 4,00 –3,39 5,06 –2,33 6,25 –1,14 6,25 –1,14 5,67 –1,72 6,85 –0,54 7,39 0,003905 
0,30 20,09 8,00 –12,09 11,39 –8,69 15,63 –4,46 15,63 –4,46 13,52 –6,57 17,94 –2,14 20,10 0,015926 
0,40 54,60 16,00 –38,60 25,63 –28,97 39,06 –15,54 39,06 –15,54 32,19 –22,40 46,98 –7,62 54,66 0,057730 
0,50 148,41 32,00 –116,41 57,67 –90,75 97,66 –50,76 97,66 –50,76 76,68 –71,73 122,98 –25,43 148,61 0,196185 
0,60 403,43 64,00 –339,43 129,75 –273,68 244,14 –159,29 244,14 –159,29 182,66 –220,77 321,97 –81,46 404,07 0,640028 
Глобальная ошибка –510,63 –404,89 –231,40 –231,40 –323,52 –117,29  0,915 

 

По строке 2 видно, что наименьшую ошибку теперь дают вторая модифика-
ция метода золотого сечения Eзолото2 = 0,1  O(h) и оптимальный метод 
Eоптим = 0,0007  O(h4) при значении оптим  0,7190001. Графические иллюст-
рации приведены на рис. 1. 

 

  
а б
Рис. 1. Точность модификаций метода Эйлера:  

а – для уравнения y = at при a = 10, h = 0.1, y0 = 1;  
б – для уравнения y = at при a = +10, h = 0.1, y0 = 1 

 
Расчеты для меньших значений шага приведены ниже. 
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Таблица 3 
Точность модификаций метода Эйлера  

для уравнения y = ay при h = 0.01, a = 10 (y0 = 1) 
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0,00 1,00 1,00 0,00 1,00 0,00 1,00 0,00000 1,00 0,00 1,00 0,00 1,00 0,00 1,00 0,000000
0,01 0,90 0,90 0,00 0,90 0,00 0,91 0,00016 0,95 0,05 0,94 0,03 0,96 0,06 0,90 0,000063
0,10 0,37 0,35 –0,02 0,36 –0,01 0,37 0,00066 0,60 0,23 0,53 0,16 0,68 0,31 0,37 0,000255
0,20 0,14 0,12 –0,01 0,13 –0,01 0,14 0,00049 0,36 0,22 0,28 0,14 0,46 0,32 0,14 0,000187
0,30 0,05 0,04 –0,01 0,05 0,00 0,05 0,00027 0,21 0,16 0,15 0,10 0,31 0,26 0,05 0,000103
0,40 0,02 0,01 0,00 0,02 0,00 0,02 0,00013 0,13 0,11 0,08 0,06 0,21 0,19 0,02 0,000051
0,50 0,01 0,01 0,00 0,01 0,00 0,01 0,00006 0,08 0,07 0,04 0,03 0,14 0,14 0,01 0,000023
0,51 0,01 0,00 0,00 0,01 0,00 0,01 0,00006 0,07 0,07 0,04 0,03 0,14 0,13 0,01 0,000022
0,52 0,01 0,00 0,00 0,00 0,00 0,01 0,00005 0,07 0,06 0,04 0,03 0,13 0,13 0,01 0,000020
0,53 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,01 0,00005 0,07 0,06 0,03 0,03 0,13 0,12 0,01 0,000018
0,54 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00004 0,06 0,06 0,03 0,03 0,12 0,12 0,00 0,000017
Глобальная ошибка –0,01 –0,01 0,0004 0,47 0,23 0,92  0,000153

 

Оптимальное значение оптим  0,049 обеспечивает на втором шаге 
Eоптим = 0,00006  O(h3) и глобальную точность Eоптим = 0,0001  O(h2).  

Таблица 4 
Точность модификаций метода Эйлера  

для уравнения y = ay при h = 0.01, a = +10 (y0 = 1) 
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0,00 1,00 1,00 0,00 1,00 0,00 1,00 0,00 1,00 0,00 1,00 0,00 1,00 0,00 1,00 0,000000 
0,01 1,11 1,10 –0,01 1,10 0,00 1,10 0,00 1,15 0,04 1,14 0,03 1,16 0,06 1,11 0,000001 
0,10 2,72 2,59 –0,12 2,65 –0,06 2,65 –0,06 4,05 1,33 3,65 0,93 4,48 1,76 2,72 0,000027 
0,20 7,39 6,73 –0,66 7,04 –0,35 7,04 –0,35 16,37 8,98 13,32 5,93 20,07 12,68 7,39 0,000145 
0,30 20,09 17,45 –2,64 18,68 –1,41 18,68 –1,41 66,21 46,13 48,59 28,51 89,94 69,85 20,09 0,000590 
0,40 54,60 45,26 –9,34 49,56 –5,04 49,56 –5,04 267,86 213,27 177,31 122,72 402,95 348,36 54,60 0,002138 
0,50 148,41 117,39 –31,02 131,50 –16,91 131,50 –16,91 1083,66 935,24 647,04 498,62 1805,38 1656,97 148,42 0,007265 
0,51 164,02 129,13 –34,89 144,98 –19,04 144,98 –19,04 1246,21 1082,18 736,46 572,44 2097,49 1933,47 164,03 0,008189 
0,52 181,27 142,04 –39,23 159,84 –21,43 159,84 –21,43 1433,14 1251,86 838,24 656,96 2436,86 2255,59 181,28 0,009228 
0,53 200,34 156,25 –44,09 176,22 –24,11 176,22 –24,11 1648,11 1447,77 954,08 753,74 2831,15 2630,81 200,35 0,010395 
0,54 221,41 171,87 –49,53 194,29 –27,12 194,29 –27,12 1895,32 1673,92 1085,93 864,53 3289,23 3067,82 221,42 0,011705 
Глобальная ошибка –250,83 –136,96 –136,96 7896,89 4158,42 14180,35  0,058934 

 

Оптимальное значение оптим  0,05172 обеспечивает на втором шаге 
Eоптим = 0,000001  O(h3) и высокую глобальную точность.  

Случай 2. Если функция у(t) лежит под касательной (выпукла вверх, 
y(tn)  0, y(tn) < 0), то все происходит с точностью до «наоборот». На каждой 
итерации метод Эйлера завышает значение yn+1 по сравнению с точным y(tn) 
на ту же величину, и в алгоритме (9) нужно поменять знак перед n*  
 yn+1  yn + h(1  n*)yn, n = 0, 1, 2, …. .  (9) 

Для удобства записи соотношения (9) и (9) можно записать в форме од-
ного общего алгоритма 
 yn+1  yn + h(1 + sign(yn)n*)yn, n = 0, 1, 2, …. .  (12) 
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Заметим, что в этой форме он также использует вторую производную. 
Этого, однако, тоже можно избежать, если заменить точные признаки выпук-
лости на менее точные эвристические алгоритмы.  

Пример 2. Рассмотрим то же уравнение y = at с отрицательным началь-
ным условием. Тогда функция, представляющая собой точное решение, вы-
пукла вверх (лежит под касательной), табл. 5–6. 

Таблица 5 
Точность модификаций метода Эйлера  

для уравнения y= ay при h = 0.1, a = 10 (y0 = 1) 
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0,00 1,00 –1,00 –1,00  –1,00  –1,00 –1,00 –1,00 –1,00  
0,10 –0,37 0,00 0,37 –0,25 0,12 –0,50 –0,13 –0,50 –0,13 –0,38 –0,01 –0,62 –0,25 –0,37 –0,000021 
0,20 –0,14 0,00 0,14 –0,06 0,07 –0,25 –0,11 –0,25 –0,11 –0,15 –0,01 –0,38 –0,25 –0,14 –0,000015 
0,30 –0,05 0,00 0,05 –0,02 0,03 –0,13 –0,08 –0,13 –0,08 –0,06 –0,01 –0,24 –0,19 –0,05 –0,000008 
0,40 –0,02 0,00 0,02 0,00 0,01 –0,06 –0,04 –0,06 –0,04 –0,02 0,00 –0,15 –0,13 –0,02 –0,000004 
0,50 –0,01 0,00 0,01 0,00 0,01 –0,03 –0,02 –0,03 –0,02 –0,01 0,00 –0,09 –0,08 –0,01 –0,000002 
0,60 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 –0,02 –0,01 –0,02 –0,01 0,00 0,00 –0,06 –0,05 0,00 –0,000001 
Глобальная ошибка 0,58 0,25 –0,40 –0,40 –0,04 –0,95  –0,00005 

 
Как видно, сравнительные характеристики точности методов не измени-

лись. Наилучшие результаты, по-прежнему, показывает оптимальный метод 
Eоптим = 0,00002  O(h5) при значении оптим  0,3679, что совпадает с резуль-
татами табл. 1, полученными для такого же шага. 

Таблица 6 
Точность модификаций метода Эйлера  

для уравнения y = ay при h = 0.1, a = +10 (y0 = 1) 
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0,00 1,00 –1,00 –1,00  –1,00  –1,00 –1,00 –1,00 –1,00  
0,10 –2,72 –2,00 0,72 –2,25 0,47 –2,50 0,22 –2,50 0,22 –2,38 0,34 –2,62 0,10 –2,72 –0,000718 
0,20 –7,39 –4,00 3,39 –5,06 2,33 –6,25 1,14 –6,25 1,14 –5,67 1,72 –6,85 0,54 –7,39 –0,003905 
0,30 –20,09 –8,00 12,09 –11,39 8,69 –15,63 4,46 –15,63 4,46 –13,52 6,57 –17,94 2,14 –20,10 –0,015924 
0,40 –54,60 –16,00 38,60 –25,63 28,97 –39,06 15,54 –39,06 15,54 –32,19 22,40 –46,98 7,62 –54,66 –0,057722 
0,50 –148,41 –32,00 116,41 –57,67 90,75 –97,66 50,76 –97,66 50,76 –76,68 71,73 –122,98 25,43 –148,61 –0,196158 
0,60 –403,43 –64,00 339,43 –129,75 273,68 –244,14 159,29 –244,14 159,29 –182,66 220,77 –321,97 81,46 –404,07 –0,639939 
Глобальная ошибка 510,63 404,89 231,40 231,40 323,52 117,29  –0,914366 

Как видно, наилучшие результаты по-прежнему показывает оптималь-
ный метод Eоптим = 0,0007  O(h4) при значении оптим  0,7190001, что совпа-
дает с данными табл. 2. 

Случай 3. Пусть функция у(t) имеет перегиб (лежит по разные стороны от 
касательной, y(tn)  0, y(tn) = 0). Обращение второй производной в нуль – 
необходимое, но не достаточное условие перегиба [4. C. 341]. Тогда справа и 
слева от точки перегиба решение лежит над касательной (для четных функ-
ций) и под касательной (для нечетных функций). Для прямого времени (эво-
люция вперед) определяющим является поведение справа (для обратного 
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времени  слева). Для этого вырожденного, но не типичного случая алгоритм 
(12) можно скорректировать так: 
 yn+1  yn + h(1 + sign(y(yn + h/2))n*)yn, n = 0, 1, 2,…. .  (12) 

Анализ показал, что точность найденных модификаций метода Эйлера 
(8)–(12) превосходит и высокоточные методы, например Рунге – Кутта, 
имеющего, как известно, порядок точности  O(h5).  

Многомерные системы. Все приведенные рассуждения обобщаются на 
многомерный случай, т.е. на системы ОДУ, аналогично классическим много-
мерным методам Эйлера. При этом скалярное соотношении (13) следует рас-
сматривать в векторной форме 
 yn+1, i  yn, i + h(1+sign(yn, i )n*)yn, i , n = 0, 1, 2, ….; i = 1, …, k.  (13) 

Рассмотрим примеры применения модификации метода Эйлера (13) для 
многомерных систем. 

Пример 3. Модель эволюции 1) X3 = X1, 2) X1 = X2, 3) X2 + 2X3 = 3X3 опи-
сывается системой двух дифференциальных уравнений (простейший осцил-
лятор [6]) 

x1 = 1(1 x1  x2)  1x1  2x1 + 2x2, 
x2 = 2x1  2x2  3x2(1  x1  x2)

2. 
(14) 

Анализ показал, что динамика этой системы может быть монотонной, ко-
лебательной (затухающей и незатухающей), т.е. сочетает участки выпуклости 
вверх (лежат под касательной) и вниз (лежат над касательной). Равновесных 
состояний может быть три или одно. Если равновесие единственное и неустой-
чивое, то в системе возникают незатухающие колебания (автоколебания). На-
пример, при 1 = 2.89, 1 = 0.01, 2 = 3/89, 2 = 0.1, 3 = 2000 возникают авто-
колебания вокруг неустойчивого фокуса. Результаты численного интегрирова-
ния системы (14) для различных модификаций метода Эйлера (Эйлер1 – перво-
го порядка, Эйлер2 – второго порядка, Эйлер3 – третьего порядка, Точно – 
максимально возможная точность) и нашего метода (Оптимальный) при на-
чальных значениях x10 = 0.7, x20 = 0.2 приведены в табл. 7. Максимальная точ-
ность определена по порядку ненулевых высших производных  

x1 = 1  1  2,  
x2 = 2  3(1  x1  x2)

2 + 23x2(1  x1  x2),  
x1 = 0,  
x2 = 43(1  x1  x2)  23x2  
x2 = 63,  
x2 = 0. 

Как видно, наилучшие результаты показывает оптимизированный метод, 
среднеквадратическая ошибка (корень из суммы квадратов, деленный на чис-
ло точек) минимальна Eоптим = 0,0002 даже при не полностью оптимальном 
значении 1 = 2 = 0,5, которое соответствует эвристике «среднего», описы-
ваемой формулой (11). Графическая иллюстрация приведена на рис. 2. 

Таким образом, простой численный метод решения задачи Коши позволяет 
вычислять решения систем обыкновенных дифференциальных уравнений с вы-
сокой точностью и минимальным эффектом «сползания». Этот метод может 
быть применен для уточнения решений обыкновенных дифференциальных 
уравнений без использования производных высших порядков. 
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Таблица 7 
Точность модификаций метода Эйлера для системы (14) при h = 0.01 
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0,00 0,70 0,20 0,70 0,20 0,70 0,20 0,70 0,20 0,70 0,20  
0,01 0,70 0,16 0,0030 0,70 0,16 0,0000 0,70 0,16 0,0000 0,70 0,16 0,00 0,70 0,17 0,00525307 
0,02 0,71 0,10 0,0070 0,71 0,11 0,0001 0,71 0,11 0,0000 0,71 0,11 0,00 0,70 0,11 0,00491431 
0,03 0,71 0,03 0,0079 0,71 0,03 0,0002 0,71 0,03 0,0000 0,71 0,03 0,00 0,71 0,03 0,00700015 
0,04 0,72 –0,01 0,0052 0,72 –0,01 0,0003 0,72 –0,01 0,0000 0,72 –0,01 0,00 0,71 –0,02 0,00472926 
0,05 0,73 0,01 0,0048 0,73 0,00 0,0001 0,73 0,00 0,0000 0,73 0,00 0,00 0,72 0,00 0,00467941 
0,10 0,76 0,00 0,0050 0,76 –0,01 0,0003 0,76 0,00 0,0000 0,76 0,00 0,00 0,76 0,00 0,00359888 
0,20 0,82 0,00 0,0050 0,82 0,00 0,0004 0,82 0,00 0,0000 0,82 0,00 0,00 0,82 0,00 0,00266897 
0,30 0,86 0,00 0,0049 0,86 0,00 0,0005 0,86 0,00 0,0000 0,86 0,00 0,00 0,86 0,00 0,00197777 
0,40 0,89 0,00 0,0049 0,89 0,00 0,0006 0,89 0,00 0,0000 0,89 0,00 0,00 0,89 0,00 0,00146269 
0,50 0,92 0,00 0,0049 0,92 0,00 0,0008 0,92 0,00 0,0000 0,92 0,00 0,00 0,92 0,00 0,00107800 
1,00 0,97 0,01 0,0047 0,97 0,00 0,0019 0,97 0,00 0,0002 0,97 0,00 0,00 0,97 0,00 0,00021155 
…      

25,00 0,91 0,09 0,0302 0,67 0,32 0,3075 0,88 0,11 0,0132 0,88 0,10 0,00 0,88 0,10 0,00012234 
25,10 0,91 0,09 0,0257 0,67 0,32 0,3104 0,88 0,11 0,0150 0,88 0,10 0,00 0,88 0,10 0,00015355 
25,20 0,91 0,09 0,0212 0,67 0,32 0,3140 0,88 0,11 0,0173 0,89 0,09 0,00 0,89 0,09 0,00019311 
25,30 0,90 0,09 0,0172 0,67 0,32 0,3184 0,88 0,11 0,0200 0,89 0,09 0,00 0,89 0,09 0,00024412 
25,40 0,90 0,09 0,0151 0,67 0,33 0,3238 0,88 0,11 0,0235 0,89 0,09 0,00 0,89 0,09 0,00031081 
25,49 0,90 0,09 0,0171 0,67 0,33 0,3298 0,88 0,10 0,0274 0,89 0,08 0,00 0,89 0,08 0,00038827 

Ошибка   0,0563 0,1907  0,0063 0,0000  0,0002 

 
 

 
Рис.2. Зависимость x1(t) для системы (14)  

при 1 = 2.89, 1 = 0.01, 2 = 3/89, 2 = 0.1, 3 = 2000, x10 = 0.7 и x20 = 0.2 
 

Представленный в работе новый метод позволяет уменьшить погреш-
ность численного исследования моделей динамических процессов в сложных 
технических системах. 
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V. FEDOTOV, N. NOVOZHILOVA 

HIGH-ACCURACY METHOD FOR NUMERICAL SOLUTION  
OF DIFFERENTIAL EQUATIONS 

Key words: mathematical modeling, numerical integration of differential equations, high-
ly accurate numerical method for solving the Cauchy problem, dynamic processes in the 
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The accuracy of the numerical integration of differential equations depends on a little-
studied laws of algebra of approximate computation  errors of the methods, sampling, 
stability of difference schemes, etc. As a consequence, at each iteration a problem, differ-
ent from the previous is solved, which leads to accumulation of calculation errors (the ef-
fect of «slipping»). In the work a simple high-precision numerical method for solving the 
Cauchy problem without using higher derivatives and with minimum effect of "slipping" 
is described and tested. 
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РАЗРАБОТКА СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ  
КОЛЕСНЫМ ТРАНСПОРТНЫМ СРЕДСТВОМ,  

ОСНОВАННОЙ НА РАЗНОСТИ СКОРОСТЕЙ ВРАЩЕНИЯ  
УПРАВЛЯЮЩИХ КОЛЕС 

Ключевые слова: система рулевого управления, управляющее колесо, управляющий 
механизм. 

Предложен способ управления колесным транспортным средством за счет зада-
ния определенных скоростей вращения управляющих колес без использования руле-
вого механизма. Разработан алгоритм определения скоростей вращения управ-
ляющих колес, учитывающий габаритные размеры транспортного средства и 
влияние хода подвески. Предложены структурная и функциональная схемы систе-
мы управления колесным транспортным средством. 

В настоящее время одним из актуальных направлений исследований яв-
ляется повышение эффективности работы транспортных средств (далее – 
ТС). При этом одним из наиболее перспективных направлений развития ТС 
является развитие колесных ТС на электротяге вследствие их экологичности 
и высокого уровня КПД [7].  

При управлении колесным ТС, как правило, возникает необходимость в 
принудительном изменении траектории его движения, для чего в конструк-
ции ТС предполагается наличие соответствующей системы рулевого управле-
ния. В подавляющем большинстве случаев такая система изменяет угол пово-
рота управляющих колес с помощью рулевого механизма за счет приложенно-
го к нему внешнего усилия. В свою очередь, такой принцип управления при-
водит к необходимости использования кинематической связи рулевого меха-
низма и рулевого привода, что усложняет конструкцию ТС [8]. 

На рис. 1 представлена типовая схема рулевого управления на примере че-
тырехколесного ТС, состоящего из рулевого механизма и рулевого привода. 
Рулевым механизмом называют меха-
низм, который позволяет осуществить 
поворот управляющих колес с необхо-
димым передаточным числом, а руле-
вым приводом называют систему тяг и 
рычагов, которые в совокупности с ру-
левым механизмом осуществляют пово-
рот управляющих колес [4. C. 99–102]. 

Рассмотрим способ рулевого управ-
ления колесным ТС, при котором изме-
нение угла поворота управляющих колес, 
связанных между собой рулевым приво-
дом, осуществляется не за счет внешнего 
усилия, передающегося посредством ру-
левого механизма, а за счет разности ско-
ростей вращения управляющих колес. 

 
Рис. 1. Схема рулевого управления  

четырехколесным ТС 
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Если принудительно задавать такую раз-
ность скоростей вращения управляющих 
колес, которая соответствует определенно-
му углу поворота ТС, то в силу связи 
управляющих колес через рулевой привод 
из-за возникающего разностного момента 
сил в точках их поворота (точки А и С, 
рис. 2) будет наблюдаться стремление 
управляющих колес изменить свои углы 
поворота в соответствии с заданной траек-
торией движения. 

Другими словами, изменение углов 
поворота управляющих колес будет про-
исходить за счет моментов сил, равных 
произведению плеча (рычага) длиной l, и 
сил, возникающих вследствие реакции 
опоры, с которой взаимодействуют управ-
ляющие колеса, за счет разности скоро-
стей их вращения [5. C. 16–45]. 

На рис. 2 показана схема, поясняющая принцип выбора углов поворота 
управляющих колес, при котором исключается юз колес при повороте ТС. 
Суть принципа заключается в выборе таких параметров рулевого привода, 
при которых обеспечивается соединение мнимых перпендикуляров всех ко-
лес ТС в одной точке [8]. 

Приведем расчет зависимостей скоростей вращения всех колес ТС с из-
вестными габаритными размерами от требуемых скорости его движения V0 и 
угла поворота . 

В различных источниках, например в [2, 5, 8], подобные расчеты приве-
дены, однако в них пренебрегается величинами длин рулевых рычагов (l). В 
предлагаемом способе поворота величины длин рулевых рычагов являются 
параметрами, пренебрегать которыми нельзя, так как от их величины зависят 
возникающие при рассогласовании скоростей вращения колес моменты сил, 
приводящие к повороту колес. 

Определим следующие параметры ТС (см. рис 2): r – радиус колес, м;  
d – межосевое расстояние, м; b – колесная база, м; l – длина поворотных ры-
чагов рулевого привода, м. 

Во время поворота ТС каждое из колес проходит за единицу времени 
разный путь, следовательно, радиусы движения колес и ТС в целом (расстоя-
ние DB) будут также отличаться. 

Выразим радиус движения ТС и радиусы движения каждого из колес че-
рез межосевое расстояние и угол поворота ТС:  







sinsin

dBFBDR . 

Аналогично определим радиусы движения каждого из колес ТС,  
а также углы поворота  и  управляющих колес 1 и 2, соответственно. 

Радиус движения заднего внутреннего колеса 4:  

2tg2tg2
4

bdbBFbFDR 





 . 

Рис. 2. Схема поворота 
четырехколесного ТС 
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Радиус движения заднего наружного колеса 3:  

2tg
43

bdbRR 


 . 

Тангенс угла поворота переднего колеса 1, движущегося по внутренней 
траектории:  

lbd
d

lR
d

ED
CE









2tg

tg
4

, 

тогда 






















lbd

d

2tg

arctg .  

Следовательно, радиус движения данного колеса будет равен: 

l

lbd
d

dldlCER 
















































2tg

arctgsin

sinsin
1 . 

Аналогично определим угол поворота переднего колеса, движущегося по 
наружной траектории, а также радиус его движения: 

lbd
d

lR
d

GD
AG









2tg

tg
3

, 























lbd

d

2tg

arctg , 

l

lbd
d

dldlAGR 
















































2tg

arctgsin

sinsin
2 . 

С учетом того, что ТС движется по окружности радиусом R = BD со ско-
ростью V0, а также зная радиусы всех окружностей, по которым движутся 
колеса ТС (R1, R2, R3, R4), рассчитаем скорости перемещения осей колес ТС. 

Пусть за время движения T колеса 1, 2, 3 и 4 описывают окружности  
длинами l1, l2, l3, l4, соответственно, а точка B – описывает окружность длиной 
l. Тогда:  

4

4

3

3

2

2

1

1 22222

V
R

V
R

V
R

V
R

V
RT 













 , 

следовательно:  

R
RVV 1

1  , 
R
RVV 2

2  , 
R
RVV 3

3  , 
R
RVV 4

4  . 
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Зная скорости перемещения осей колес ТС и радиусы данного переме-
щения, рассчитаем их скорости вращения (циклические частоты вращения 
колес):  

Rr
RV




2
1

1 , 
Rr

RV



2

2
2 , 

Rr
RV




2
3

3 , 
Rr

RV



2

4
4 . 

Проведем математическое моделирование процесса поворота четырех-
колесного ТС, рулевое управление которого осуществляется в соответствии с 
предложенным способом. В качестве примера определим следующие пара-
метры ТС: b = 1,5 м, d = 2,5 м, l = 0,15 м, r = 0,15 м, V0 = 60 км/ч. На рис 3. 
представлен график зависимостей скоростей вращения всех колес ТС от угла 
поворота ТС для выбранных условий.  

Анализ результатов по-
зволяет провести оценку раз-
ности скоростей вращения 
колес ТС от его габаритов и 
траектории движения. На-
пример, для выбранных па-
раметров ТС его движение с 
углом поворота в 5 обеспе-
чивается разностью скоро-
стей вращения управляющих 
колес равной 50 об./мин, что 
соответствует 4,8% от скоро-
сти вращения колес при пря-
молинейном движении (для 
 = 10 – 100 об./мин и 9,6%, 
соответственно). 

Расширим постановку задачи. Пусть ТС имеет независимую подвеску 
колес и движется по поверхности с неровностями. Представим, что ТС долж-
но двигаться прямолинейно. Тогда, если на пути одного из управляющих ко-
лес встретится неровность, скорость вращения этого колеса необходимо уве-
личить для компенсации увеличения пути и сохранения прежнего направле-
ния движения ТС. 

С целью расчета требуемой скорости перемещения колеса при движении 
по неровности отложим от оси вращения колеса векторы моментальных ско-
ростей по вертикали H и по горизонтали V. Тогда модуль вектора моменталь-
ной скорости колеса V вычисляется по теореме Пифагора 22' HVV  . 

Допустим, что рама ТС при движении не меняет свой угол наклона по 
всем трем осям и движется прямолинейно с постоянной скоростью. Тогда 
моментальная скорость колеса по горизонтали это скорость ТС, а моменталь-
ную скорость подъема колеса по вертикали H вычислим из треугольника, об-
разуемого рычагом колеса l, высотой подъема колеса h и проекцией рычага l 
на плоскость расположения рамы. 

Высоту подъема колеса h можно выразить через длину рычага l и синус 
угла  между рычагом и плоскостью рамы:  

 sinlh . 

Рис. 3. График зависимостей  
скоростей вращения колес от угла поворота ТС 
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Тогда моментальное изменение высоты h будет производной этой функ-
ции:  cos' lh . Эта функция фактически показывает, насколько изменится 
катет h при изменении угла на l радиан при угле . Умножив эту функцию на 

производную угла 
dt
d

 (моментальная скорость изменения угла), получим 

моментальную скорость изменения высоты h по времени: 


 cosl
dt
dH . 

Таким образом, скорость первого колеса при движении по неровности 
будет иметь вид:  

2

1
1

2
1

1 cos 





 









  l

dt
d

R
RVV . 

Аналогично можно рассчитать скорости остальных колес ,2V  3V   и .4V   
Следовательно, скорости вращения колес:  

r
V




2

1
1 , 

r
V




2

2
2 , 

r
V




2

3
3 , 

r
V




2

4
4 . 

 
h(t) (м)

t(c)

h(t) (м) 

t(c) 
а

ω(об/мин)

t(c)

ω(об/мин) 

t(c) 
б

Рис. 4. Траектории движения колеса по неровности (а)  
и зависимости скоростей вращения управляющих колес ТС от времени (б) 

 
Проведем математическое моделирование процесса наезда одного передне-

го колеса ТС на два вида препятствий: линейную горку и плавную кочку. В ка-
честве примера определим следующие параметры ТС (масштабная модель): 
l = 0,02 м, r = 0,015 м, V0 = 0.1 v/c. На рис 4 представлены траектории движения 
управляющего колеса по неровности (рис. 4, а) и зависимости скоростей враще-
ния управляющего колеса ТС, передвигающегося по соответствующей неровно-
сти, от времени (рис. 4, б) для выбранных условий.  

Видим, что скорость вращения управляющего колеса, передвигающегося 
по неровности, находится в дифференциальной зависимости от траектории 
его движения. 
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Рулевое управление колесным ТС, основанное на рассогласовании ско-
ростей вращения управляющих колес, может осуществляться с помощью 
обобщенного алгоритма управления ТС, блок-схема которого представлена 
на рис. 5.  

 

 
Рис. 5. Блок-схема алгоритма рулевого управления колесного ТС  

на основе рассогласования скоростей вращения управляющих колес 
 

После загрузки параметров происходит определение требуемого угла по-
ворота ТС треб. Далее определяется текущий угол поворота ТС тек. Затем 
происходит сравнение тек и треб. В случае их отличия друг от друга проис-
ходит вычисление скоростей вращения колес ТС и их передача на драйвер 
силовых установок.  

Применение способа рулевого управление колесного ТС на основе рас-
согласования скоростей вращения управляющих колес позволит снизить тре-
бования к рулевому механизму либо полностью от него отказаться. При этом 
обязательным требованием является наличие, как минимум, двух силовых 
установок, приводящих в движение управляющие колеса, с возможностью 
независимого управления их мощностью. Данное требование обуславливает 
целесообразность применение такого способа рулевого управления, например 
в электромобилях, где в качестве силовых установок выступают все более 
популярные «мотор-колеса» [2. C. 5].  
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Практическая реализация предлагаемого способа рулевого управления 
подразумевает разработку системы управления, позволяющей в соответствии 
с алгоритмом, представленным на рис. 6, управлять несколькими вентильны-
ми электродвигателями («мотор-колесами»), объединенными в одном транс-
портном средстве. 

 
Рис. 6. Структурная схема системы управления двумя вентильными двигателями 

 
Модули управления вентильными электродвигателями связаны с подсисте-

мой определения скоростей вращения колес, в которой рассчитываются требуе-
мые скорости вращения колес исходя из заданных скорости и угла поворота 
транспортного средства, определяемых оператором.  

Модуль управления вентильным электродвигателем состоит из контрол-
лера, блока силовых ключей и интерфейса взаимодействия с подсистемой 
определения скоростей вращения колес. Структурная схема модуля управле-
ния вентильным электродвигателем представлена на рис. 7.  

 

 
Рис. 7. Структурная схема модуля управления 

 

Таким образом, применение системы управления колесным транспорт-
ным средством, основанной на разности скоростей вращения управляющих 
колес, позволит снизить требования к рулевому механизму либо полностью 
от него отказаться.  
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